
AFDELING INFORMATICA

stichting
mathematisch
centrum

A

L,G.L,Tho MEERTENS and J X  V A N VL iET
REPAIRING THE PARENTHESIS SKELETON

15F ALGOL 68  PROGRAMS

atBLIOILTIEZK. M A T H  EMATISCH C EN T R U M
---,k,  AMSTERDAM

IV 2 /7 3  F E B R U A R Y

A

2e boerhaavestraat 49 amsterdam



Pkinted a t  the Mathematicat Centke, 49, 2e  Bouthaaveistitaat, Amtekdam.

The Mathematicat Centke, 40anded the 11-th o i  Febkuaky 1946, -1.4 a  non-
pko i i t i n z t i tu t i o n  aiming a t  the pkomotion 06 puke mathematic4 and ,i t4
appZication4.1t o o m o t e d  by the Nethektand4 Goveknment thtough the
Nethektandz Okganization i o t  the Advancement o i  Puke ReLeakch (Z.W.0),
by the Municipati ty o6 Am4tekdam, b y  the Un iveu i ty o i  Afttekdam, b y
the Fkee Un iveu i ty a t  Am4tetdam, and by induztkies.



A b s t r a c t

The p r e s e n t  r e p o r t  d e a l s  w i t h  o n e  o f  t h e  c o n c r e t e  a s p e c t s  o f  t h e  s y n t a x  o f

ALGOL 6 8 ,  t o  w i t ,  t h e  p a r e n t h e s i s  s t r u c t u r e .  Up o n  e n c o u n t e r i n g  a n  e r r o r  i n  a

p i e c e  o f  s o u r c e  t e x t ,  g o o d  r e s y n c h r o n i z a t i o n  o f  t h e  p a r s e r  i s  o n l y  t h e n  p o s s i -

b l e  i f  i t  i s  k n o wn  b e f o r e h a n d  wh i c h  o p e n i n g  p a r e n t h e s e s  a r e ,  a n d  wh i c h  a r e  n o t ,

ac c ompanied b y  a  ma t c h i n g  c l o s i n g  p a r e n t h e s i s  ( a n d  v i c e  v e r s a ) .  T h i s  h o l d s

e s p e c i a l l y  f o r  s ome p a r e n t h e s e s ,  s u c h  a s  t h e  q u o t e
-
s y m b o l ,  t h a t  h a v e  
o n e

same r e p r e s e n t a t i o n  f o r  o p e n i n g  a n d  c l o s i n g  p a r e n t h e s i s .

I n  t h i s  r e p o r t ,  t w o  a l g o r i t h m s  f o r  r e p a i r i n g  i n c o r r e c t  p a r e n t h e s i s  s k e l e t o n s

a re  g i v e n .  T h e  fi r s t  a l g o r i t h m  d e a l s  w i t h  " s t a t e  a w i t c h e r s " ,  p a r e n t h e -

ses e n c l o s i n g  s equenc es  o f  s y mbo ls  t h a t  l a c k  s y n t a c t i c a l  s t r u c t u r e  ( t h e  i n -

side  o f  comments, p ragma ts and  s t r i n g
-
d e n o t a t i o n s ) .  T h e  
s e c o n d  
o n e  
d e a l s

w i t h  " b r a c e s " ,  i . e . ,  p a r e n t h e s e s  t h a t  h a v e  t o  o c c u r  n e s t e d  ( s u c h  a s  o p e n  -

and c lo se -symb o ls ).
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O. P r e f a c e

-
1
-

The d e g r e e  i n  wh i c h  c o mp i l e r s  f o r  l a n g u a g e s  l i k e  ALGOL 6 8  a r e  a b l e  t o

r e c o v e r  f r o m  e r r o r s  i n  t h e  s o u r c e  t e x t  a n d  t o  g i v e  me a n i n g f u l  e r r o r  me s -

s ages ,  i . e . , e r r o r  mes s ages  wh i c h  a r e  i n t e r p r e t a b l e  f o r  t h e  human p rog rammer ,

v a r i e s  c o n s i d e r a b l y  i n  p r a c t i c e .  I n  t h e  c u r r e n t  e f f o r t  u n d e r t a k e n  a t  t h e

Ma t h e ma t i c a l  Ce n t r e  t o  c o n s t r u c t  a  ma c h i n e - i n d e p e n d e n t  ALGOL 6 8  c o m p i l e r ,

one o f  t h e  d e s i g n  o b j e c t i v e s  i s  t o  r e a c h  a  r e l a t i v e l y  h i g h  l e v e l  o f  e r r o r -

r e c o v e r a b i l i t y .  T h i s  o b j e c t i v e  s p r o u t s  f o r t h  f r o m  t h e  f o l l o w i n g  t wo  c o n s i -

d e r a t i o n s :

i .  I t  i s  e x p e c t e d  t h a t  a  ma j o r  a p p l i c a t i o n  a r e a  f o r  o u r  c o m p i l e r  w i l l

be t h e  p r o c e s s i n g  o f  s t u d e n t  p r o g r a ms ,  wh e r e  t h e  e mp h a s i s  i s  o n

t h e  c o r r e c t i o n  o f  s y n t a c t i c a l  e r r o r s .  We h o p e  t o  m i n i m i z e  t h e

number o f  r u n s  r e q u i r e d  t o  mak e t h e  p r o g r a m s y n t a c t i c a l l y  c o r r e c t .

. T h e  g e n e r a l i t y  o f  ALGOL 6 8 ,  b o t h  o n  t h e  a b s t r a c t  a n d  t h e  c o n c r e t e

as pec t s  o f  s y n t a x ,  t e n d s  t o  g i v e  r i s e  t o  e r r o r  mes s ages  w h i c h  a r e

d i f fi c u l t  t o  i n t e r p r e t ,  u n l e s s  t h i s  t e n d e n c y  i s  c o u n t e r a c t e d  b y  a

c ons c ious  e f f o r t .

The p r e s e n t  r e p o r t  d e a l s  w i t h  o n e  o f  t h e  c o n c r e t e  a s p e c t s  o f  t h e

s y n t ax  o f  ALGOL 6 8 * ,  t o  w i t ,  t h e  p a r e n t h e s i s  s t r u c t u r e .

I f ,  s omewhere  i n  a  p i e c e  o f  s o u r c e  t e x t  w h i c h  s t a r t s  w i t h  a n  o p e n i n g

p a r e n t h e s i s ,  a n  e r r o r  o c c u r s  wh i c h  c aus es  t h e  p a r s e r  t o  b e  d e r a i l e d ,  o n e

At  p r e s e n t ,  t h e  d e fi n i t i o n  o f  t h e  A l g o r i t h m i c  Language  ALGOL 6 8  i s
s u b j e c t  t o  a  r e v i s i o n  p r o c e s s .  I n  t h i s  r e p o r t ,  s u c h  c hanges  a s  s eem
l i k e l y  t o  b e  i n c o r p o r a t e d  i n  t h e  fi n a l  r e v i s e d  Re p o r t  h a v e  b e e n  t a k e n
i n t o  a c c o u n t .  T h e  ma i n  c hanges  h a v i n g  a  b e a r i n g  o n  t h e  s u b j e c t  o f
t h i s  r e p o r t  a r e  t h e  f o l l o w i n g :

i .  T h e  c o r r e s p o n d i n g  b r a c k e t s  o f  o n e  c o n s t r u c t  mu s t  h a v e  t h e
same s t y l e  o f  r e p r e s e n t a t i o n .  E . g . ,  i f  b  1  i  e l s e  j )  i s
i l l e g a l .  I n  f a c t ,  (  a n d  i f  a r e  t w o  d i f f e r e n t  s y mb o l s .

i i .  Co r r e s p o n d i n g  c o m m e n t
-
s y m b o l s  m u s t  
h a v e  
t h e  
s a m e  
r e p r e s
e n -

t a t i o n .  E . g . ,  s  k  =  0  i f  i s  n o t  a  c Omment .  O n  t h e  o t h e r  h a n d ,
c omment -s y mbols  w i t h  a  d i f f e r e n t  r e p r e s e n t a t i o n  may  b e  u s e d
as c o m m e n t
-
i t e m s ,  
s o  
s  
k  
=  
0  
w o
u l
d  
b
e  
l e
g a
l .  
I
n  
f
a
c
t
,

and 1 a r e  t w o  d i f f e r e n t  s y mb o l s .
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may h o p e  t o  u s e  t h e  c l o s i n g  p a r e n t h e s i s  t o  b r i n g  i t  b a c k  i n  i t s  t r a c k .

S h o u l d ,  h o we v e r ,  t h i s  c l o s i n g  p a r e n t h e s i s  b e  m i s s i n g  ( w h i c h  m i g h t  b e  t h e

cause o f  d e r a i l m e n t  i n  t h e  fi r s t  p l a c e ) ,  t h e n  t h i s  s t r a t e g y  i s  n o t  p a r t i c u -

l a r l y  h e l p f u l .  I t  may  a p p e a r  t h a t  t h e  s o l u t i o n  wo u l d  b e  t o  i n s e r t ,  a s  i t

we r e ,  t h e  ma t c h i n g  c l o s i n g  p a r e n t h e s i s  i n  t h e  s o u r c e  t e x t  wh e n  a  d i f f e r e n t

c l o s i n g  p a r e n t h e s i s  i s  me t ,  b u t  t h e n ,  i f  t h e  s o u r c e  t e x t  c o n t a i n s  a n  e x t r a

c l o s i n g  p a r e n t h e s i s ,  we  a r e  e v e n  wo r s e  o f f .  T h e  c o n c l u s i o n  i s  t h a t  a  g o o d

r e s y n c h r o n i z a t i o n  o f  t h e  p a r s e r  i s  o n l y  t h e n  p o s s i b l e  i f  i t  i s  k n o wn  b e f o r e -

hand wh i c h  o p e n i n g  p a r e n t h e s e s  a r e ,  a n d  wh i c h  a r e  n o t ,  a c c o mp a n i e d  b y  a

ma t c h i n g  c l o s i n g  p a r e n t h e s i s  ( a n d  v i c e  v e r s a ) .  T h i s  h o l d s  e s p e c i a l l y  f o r

some p a r e n t h e s e s ,  s u c h  a s  t h e  q u o t e - s y mb o l ,  t h a t  h a v e  o n e  s ame r e p r e s e n t a -

t i o n  f o r  o p e n i n g  a n d  c l o s i n g  p a r e n t h e s i s .  T h e r e f o r e ,  i t  was  d e c i d e d  t o

t a c k l e  t h i s  p o i n t  i n  a  r a d i c a l  wa y :  t h e  d e s i g n  o f  t h e  fi r s t  s c a n  h a s  b e e n

ex t ended  w i t h  t h e  t a s k  t o  r e p a i r  i n c o r r e c t  p a r e n t h e s i s  s k e l e t o n s .



1. I n t r o d u c t i o n

_3_

I n  t h e  s e q u e l ,  t h e  t e r m  " p a r e n t h e s i s "  w i l l  b e  u s e d  t o  d e n o t e  a  w i d e r

c l as s  o f  s y mbo l s  t h a n  i s  u s u a l :  w e  s h a l l  u s e  t h i s  t e r m  t o  s t a n d  f o r  t h e

f o l l o w i n g  s y mb o l s ,  o r  r a t h e r ,  r e p r e s e n t a t i o n s  o f  s y mbo ls

"braces": $ ,  ( ,  ) ,  beg in ,  end, E,  ] ,  ( I ,  I ) ,
I ,  I : ,  case, i n ,  ouse, o u t
,  e s a c ,y
4
f
,  
t
h
e
n
,  
e
i
s
f
,  
e
l
s
e
,  
f
i
,  
f
o
r
,  
f
r
o
m
,

pa, t o ,  w h i le ,  do ,  and

" s t a t e  s w i t c h e r s " :  " ,  S ,  ,  c o ,  c ommen t ,  E L ,  p r a g ma t .

The r o l e  p l a y e d  b y  t h e  s t a t e  s w i t c h e r s  i s  s o  s p e c i a l  a s  t o  w a r r a n t  a

s e p a r a t e  t r e a t m e n t .  N o t  o n l y  does  o n e  s ame s y mb o l  s e r v e  b o t h  a s  " o p e n e r "

and a s  " c l o s e r "  o f  c e r t a i n  c o n s t r u c t i o n s  ( a s  i s  a l s o  t h e  c a s e  w i t h  t h e

f o r m a t t e r
-
s y m b o l ) ,  
b u t
,  
w h i
c h  
i
s  
m
o
r
e  
i m
p o
r t
a n
t ,  
t
h
e  
"
i
t
e
m  
s
e
q
u
e
n
c
e
s
"  
w
h
i
c
h

a r e  e mb r a c e d  b y  t h e s e  s y mb o l s  ( t h e  i n s i d e  o f  c omment s ,  P r a g ma t s  a n d  s t r i n g -

d e n o t a t i o n s ) l a c k  s y n t a c t i c a l  s t r u c t u r e  a n d  may  c o n t a i n  b r a c e s  i n  a n  a r b i -

t r a r y  f a s h i o n  t h a t  o t h e r w i s e  wo u l d  hav e  t o  o c c u r  " n e s t e d " .  T h e r e f o r e ,  i t  i s

a h o p e l e s s  t a s k  t o  t r e a t  t h e  b r a c e s  b e f o r e  i t  i s  k nown  wh i c h  p a r t s  o f  t h e

p r o g r a m a r e ,  a n d  wh i c h  a r e  n o t ,  i t e m  s equenc es ,  a n d ,  c o n s e q u e n t l y ,  w h i c h

b rac es  h a v e  t o  b e  d i s r e g a r d e d  a n d  wh i c h  hav e  t o  b e  t a k e n  i n t o  a c c o u n t .

Mo r e o v e r ,  s u c h  a n  i t e m  s equenc e may  n o t  c o n t a i n  a n o t h e r  s i m i l a r  c o n s t r u c -

t i o n .  ( E . g . ,  a  c omment  may  n o t  c o n t a i n  a n o t h e r  c omment ,  a l t h o u g h  i t  ma y ,

p o s s i b l y ,  c o n t a i n  t h e  s equenc e  o f  c o m m e n t
-
i t e m  #  a  1 1
,  w h e r e a s  
f o r m a t -

deno ta t ions may co n t a in  o t h e r  f o r m a t
-
d e n o t a t i o n s . )

S i n c e  i t  i s ,  a t  t h i s  s t a g e ,  n e i t h e r  p o s s i b l e  n o r  n e c e s s a r y  t o  mak e a
d i s t i n c t i o n  b e t we e n ,  e . g . ,  a n  o p e n - s y mb o l  a n d  a  b r i e f - c a s e - s t a r t - s y m b o l
or a  br ie f - c ondit ion- s tar t - s y mbol,  we s h a l l  use the  paranot ion open-
s y mbo l  t o  s t a n d  f o r  a n y  o f  t h o s e .  Mo r e o v e r ,  wh e r e  n o  c o n f u s i o n  c a n  a r i s e ,
" s y mb o l "  w i l l  b e  u s e d  t o  i n d i c a t e  b o t h  s y mb o l s  ( i n  t h e  s e n s e  o f  t h e
ALGOL 6 8  r e p o r t ) ,  a n d  r e p r e s e n t a t i o n s  o f  s y mb o l s ,  i n d i s c r i m i n a t e l y .



( (  E (  )  )  )  )

w i l l  b e  r e p a i r e d  b y  ma r k i n g  i t  t h u s :

A p a r t  f r o m  t h i s ,  t h e  t r e a t me n t  o f  b o t h  t y p e s  o f  p a r e n t h e s e s  r u n s

l a r g e l y  i n  p a r a l l e l .  I n  g e n e r a l ,  e r r o r s  i n  t h e  p a r e n t h e s i s  s k e l e t o n  a r e

IIr e p a i r e d "  b y  ma r k i n g  a n
-
u m b e r  o f  
p a r e n t h e s e
s  
s u c h  
t h a t
,  
b y  
d e l e
t i n g  
t h
e s
e

p a r e n t h e s e s ,  a  c o r r e c t  s k e l e t o n  i s  o b t a i n e d .  E . g . ,  t h e  p a r e n t h e s i s  s k e l e t o n

( E (  E
*  
(  )  
)  
E  
)
*  
)

Th i s  i s  n o t  me a n t  t o  i m p l y  t h a t  s u c h  p a r e n t h e s e s  w i l l  b e  d i s r e g a r d e d  c o m-

p l e t e l y  i n  l a t e r  s t a g e s ,  a l t h o u g h  t h e y  a r e  b o u n d  t o  b e  h a n d l e d  d i f f e r e n t l y

f r o m unmark ed  p a r e n t h e s e s .  Some a d d i t i o n a l  means  o f  r e p a r a t i o n ,  b a s e d  u p o n

h e u r i s t i c  c o n s i d e r a t i o n s ,  c o n s i s t  o f  a d d i n g  o r  c h a n g i n g  p a r e n t h e s e s  i n  t h e
s ourc e  t e x t .

A. p r i n c i p l e  t o  wh i c h  we h a v e  s t r i c t l y  a d h e r e d  i s :  n o  c o r r e c t  p r o g r a m

w i l l  b e  " r e p a i r e d " .  I n  f a c t ,  a n  e v e n  s t r o n g e r  v e r s i o n  o f  t h i s  p r i n c i p l e ,

t o  b e  f o r m u l a t e d  l a t e r  o n ,  a p p l i e s  t o  o u r  r e p a i r i n g  a l g o r i t h m .



2.  T h e  t r e a t m e n t  o f  s t a t e  s w i t c h e r s

An ALGOL 6 8  p r o g r a m c a n  b e  t h o u g h t  o f  a s  c o n s i s t i n g  o f  a  s equenc e  o f

( p o s s i b l y  e mp t y )  s e g me n t s ,  s e p a r a t e d  b y  s t a t e  s w i t c h e r s .  T o  e a c h  o f  t h e s e

s egment s  a  " s t a t e "  may  b e  a s s i g n e d ,  w h i c h  i s  e i t h e r  " n e u t r a l "  o r  o n e  o f  t h e

s t a t e  s w i t c h e r s .  F o r  a  c o r r e c t  p r o g r a m,  i t  i s  p o s s i b l e  t o  a s s i g n  t h e s e

s t a t e s  i n  s u c h  a  way  t h a t  t h e  fi r s t  a n d  t h e  l a s t  s egmen t  a r e  n e u t r a l  a n d

t h a t  a t  e a c h  s t a t e  s w i t c h e r  we  h a v e  a  c o r r e c t  t r a n s i t i o n ,  i . e . ,  t h e  s t a t e

s wi t c hes  t o  t h a t  s t a t e  s w i t c h e r  i f  i t  was  n e u t r a l  a n d  t o  n e u t r a l  i f  t h e

p r e s e n t  s t a t e  s w i t c h e r  i s  e q u a l  t o  t h e  s t a t e ,  a n d  o t h e r w i s e  t h e  s t a t e  i s  n o t

a f f e c t e d .  T o  g i v e  a n  e x a mp l e :

s egment s :

s t a t e s  :  n e u t r a l fI tt
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n e u t r a l  S  n e u t r a l

(No t e  t h a t  t h e  s egmen t s  wh i c h  h a v e  a  s t a t e  s w i t c h e r  a s  s t a t e  a r e  p r e c i s e l y

t h o s e  s egmen t s  w h i c h  a r e ,  o r  a r e  c o n t a i n e d  i n ,  a n  i t e m  s e q u e n c e . )  O b v i o u s l y ,

i f  s u c h  a n  a s s i g n me n t  o f  s t a t e s  i s  n o t  p o s s i b l e ,  t h e  p r o g r a m i s  i n c o r r e c t .

Howev er ,  t h e  t r a n s i t i o n  o f  t h e  s t a t e  a t  s ome s t a t e  s w i t c h e r  may  b e  ( l o c a l l y )

c o r r e c t .

I t  i s  n e c e s s a r y  t o  r e fi n e  o u r  d e fi n i t i o n  o f  a  c o r r e c t  t r a n s i t i o n

s l i g h t l y  f u r t h e r .  A l t h o u g h  s t a t e  s w i t c h e r s  h a v e  o n e  s ame r e p r e s e n t a t i o n  f o r

openers  a n d  c l o s e r s ,  i t  i s  p o s s i b l e  i n  s ome c a s e s  t o  d e r i v e  f r o m  t h e  c o n t e x t

t h a t  a  g i v e n  s t a t e  s w i t c h e r ,  w h i c h  t h e n  mus t  b e  a  q u o t e
-
s y m b o l ,  c a n n o t  b e  
a n

o p e n e r  o r  a  c l o s e r .  E . g . ,  i n  t h e  c o n t e x t  o f  d  =  "mo n d a y " ;  i t  c a n  b e  s h o wn

t h a t  t h e  fi r s t  q u o t e
-
s y m b o l  
m u s t  
b e  
a n  
o p e n e
r  
a n
d  
t h
e  
s e c
o n d  
o
n
e  
a  
c l
o s
e r .

Now,  f o r  a  s t a t e  s w i t c h e r  wh i c h  h a s  b e e n  s hown  t o  b e  a  n o n - o p e n e r ,  t h e
t r a n s i t i o n  f r o m  t h e  s t a t e  n e u t r a l  t o  t h e  s t a t e  "  i s  n o t  c o n s i d e r e d  c o r r e c t .

A s i m i l a r  r e s t r i c t i o n  a p p l i e s  t o  s t a t e  s w i t c h e r s  w h i c h  h a v e  b e e n  s hown t o
be n o n - c l o s e r s .

The t a s k  o f  t h e  a l g o r i t h m  f o r  c o r r e c t i n g  t h e  s t a t e - s w i t c h e r  s k e l e t o n

can b e  f o r m u l a t e d  a p p r o x i ma t e l y  a s  f o l l o w s :  a s s i g n  s t a t e s  t o  e a c h  o f  t h e

s egment s  i n  s u c h  a  way  t h a t  t h e  n u mb e r  o f  i n c o r r e c t  t r a n s i t i o n s  i s  k e p t ,  i n



some s e n s e ,  a s  l o w  a s  p o s s i b l e .  B e f o r e  we  a r e  a b l e  t o  g i v e  a  mo r e  a c c u r a t e

f o r m u l a t i o n ,  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  i n d i c a t e  wh a t  i n c o r r e c t  t r a n s i t i o n s  a n d

what  i n t e r p r e t a t i o n s ,  i . e . ,  a s s i g n me n t s  o f  s t a t e s  t o  a l l  o f  t h e  s e g me n t s ,
a r e  a d m i s s i b l e .

2 . 1 .  A d m i s s i b l e  i n c o r r e c t  t r a n s i t i o n s

The e l e me n t a r y  r e p a i r i n g  a c t i o n s  c o n s i s t  o f  t h e  ma r k i n g  o f  o n e  s t a t e

s w i t c h e r
5  
i n d i
c a t i
n g  
t h
a t  
i
t  
s
h
o
u
l
d  
b
e  
d
i
s
r
e
g
a
r
d
e
d  
i
n  
o
r
d
e
r  
t
o  
o
b
t
a
i
n  
a

c o r r e c t  s t a t e - s w i t c h e r  s k e l e t o n .  T h i s  i m p l i e s  t h a t  t h e  s t a t e  s h o u l d  n o t

s wi t c h  a t  s u c h  a  s t a t e  s w i t c h e r .  T h e r e f o r e ,  f o r  a n  i n c o r r e c t  t r a n s i t i o n  t o

be a d m i s s i b l e  i n  s u c h  c a s e s ,  i t  i s  n e c e s s a r y  t h a t  t h e  s t a t e  d o e s  n o t  c h a n g e .

Now,  c o n s i d e r  t h e  f o l l o w i n g  ex amp le  w i t h  a n  o b v i o u s l y  i n c o r r e c t  s k e l e t o n :

ft

There  e x i s t  t h r e e  way s  t o  r e p a i r  t h i s  s k e l e t o n ,  e a c h  g i v i n g  a n  i n t e r p r e t a -

t i o n  w i t h  o n e  i n c o r r e c t  t r a n s i t i o n .

s t a t e :  n e u t r a l

s t a t e :  n e u t r a l

ft

It

Fr*

rt

s t a t e :  n e u t r a l  n e u t r a l

n e u t r a l  n e u t r a l

It f t

fr

n e u t r a l

n e u t r a l

Not  e a c h  o f  t h e s e  i n t e r p r e t a t i o n s  i s  e q u a l l y  d e s i r a b l e ,  f o r  t h e  f o l -

l o w i n g  r e a s o n :  T h e  e f f e c t  o f  a s s i g n i n g  t h e  s t a t e  n e u t r a l  t o  a  s egmen t  i s

t h a t  i t  w i l l  b e  s u b j e c t  t o  s y n t a c t i c a l  a n a l y s i s .  I f  t h e  c o r r e s p o n d i n g

segment  i n  t h e  " i n t e n d e d  p r o g r a m"  wa s  n e u t r a l ,  t h i s  i s  o b v i o u s l y  a l l  r i g h t ,



b u t  i f  i t  was  ( p a r t  o f )  a n  i t e m  s equenc e ,  t h i s  w i l l  p r o b a b l y  g i v e  r i s e  t o

some e x t r a n e o u s  e r r o r  mes s ages .  O n  t h e  o t h e r  h a n d ,  i f  a  s t a t e  o t h e r  t h a n

n e u t r a l  i s  a s s i g n e d  t o  a  s egment  w h i c h  i n  t h e  i n t e n d e d  p r o g r a m was  n e u t r a l ,

t h e  s y n t a c t i c a l  a n a l y s i s  o f  t h i s  s egmen t  w i l l  b e  o m i t t e d ,  w i t h  t h e  p o s s i b l e

r e s u l t  t h a t  s ome s y n t a c t i c a l  e r r o r s  w h i c h  o t h e r w i s e  w o u l d  hav e  b e e n  d e t e c t e d ,

w i l l  pas s  u n n o t i c e d ,  t h u s  n e c e s s i t a t i n g  a n  e x t r a  r u n  t o  d e t e c t  t h e s e  e r r o r s .

I n  o u r  p h i l o s o p h y  t h i s  l a t t e r  e v e n t u a l i t y  i s  c o n s i d e r e d  f a r  mo r e  u n d e s i r a -

b l e  t h a n  t o  r e q u i r e  t h e  p r o g r a mme r  t o  i g n o r e  s ome e r r o r  mes s ages .  Co n s e -

q u e n t l y ,  b o t h  t h e  fi r s t  a n d  t h e  l a s t  i n t e r p r e t a t i o n  i n  o u r  ex amp le  a r e  p r e -

f e r a b l e  t o  t h e  m i d d l e  o n e ,  wh e r e  t h e  s t a t e s  o f  b o t h  t h e  l e f t  a n d  t h e  r i g h t

segment  i n  t h e  i n c o r r e c t  t r a n s i t i o n  a r e  n o t  n e u t r a l ,  a n d  wh i c h ,  t h e r e f o r e ,
w i l l  n o t  b e  a d m i t t e d .

A n o t h e r  t y p e  o f  i n c o r r e c t ,  b u t  a d m i s s i b l e ,  t r a n s i t i o n  i s  f o u n d  i n  t h o s e

t r a n s i t i o n s  w h i c h  r e q u i r e  a  n o n - o p e n e r  o r  a  n o n - c l o s e r  t o  b e  i n t e r p r e t e d  a s

an o p e n e r  o r  c l o s e r ,  r e s p e c t i v e l y .

The f o l l o w i n g  c r i t e r i o n  i s  o b t a i n e d :  a n  i n c o r r e c t  t r a n s i t i o n  i s  a d m i s -

s i b l e  i f  a n d  o n l y  i f  e i t h e r

i ,  t h e  s t a t e  o f  b o t h  s egment s  c o n c e r n e d  i s  n e u t r a l ,  o r

i i .  t h e  s t a t e  s w i t c h e r  i s  a  n o n - o p e n e r  a n d  t h e  s t a t e  s w i t c h e s  f r o m

n e u t r a l  t o  " ,  o r
i i i .  t h e  s t a t e  s w i t c h e r  i s  a  n o n - c l o s e r  a n d  t h e  s t a t e  s w i t c h e s  f r o m  "  t o

n e u t r a l .

2 . 2 .  A d m i s s i b l e  i n t e r p r e t a t i o n s

An i n t e r p r e t a t i o n  I  i s  " l o c a l l y  a d m i s s i b l e "  i f :

i .  a l l  t r a n s i t i o n s  o f  I  a r e  e i t h e r  c o r r e c t ,  o r  a d m i s s i b l e  i n c o r r e c t

t r a n s i t i o n s ,  a n d

1 i .  I  a s s i g n s  t h e  s t a t e  n e u t r a l  t o  t h e  fi r s t  a n d  t h e  l a s t  s e g me n t .

An i n t e r p r e t a t i o n  I  i s  a d m i s s i b l e  i f :

i .  i t  i s  l o c a l l y  a d m i s s i b l e ,  a n d

i i .  t h e r e  d o e s  n o t  e x i s t  a n o t h e r  l o c a l l y  a d m i s s i b l e  i n t e r p r e t a t i o n  J ,

a l l  o f  whos e t r a n s i t i o n s  a r e  e i t h e r  c o r r e c t ,  o r  a r e  t h e  s ame a s  t h e

c o r r e s p o n d i n g  t r a n s i t i o n  o f  I .
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E . g . ,  a l t h o u g h  t h e  f o l l o w i n g  i n t e r p r e t a t i o n  i s  l o c a l l y  a d m i s s i b l e ,

- -

s t a t e :  n e u t r a l  n e u t r a l  n e u t r a l  n e u t r a l

i t  i s  n o t  a d m i s s i b l e ,  b e c a u s e  o f  t h e  e x i s t e n c e  o f  t h e  f o l l o w i n g  t wo

( a d mi s s i b l e )  i n t e r p r e t a t i o n s :

s t a t e :  n e u t r a l

s t a t e :  n e u t r a l

-

n e u t r a l  n e u t r a l

n e u t r a l  n e u t r a l

2
.
3
.

, a n d

C l e a r l y ,  t h e r e  a l wa y s  e x i s t s  a t  l e a s t  o n e  a d m i s s i b l e  i n t e r p r e t a t i o n .  T h i s

can b e  s h o wn ,  u s i n g  t h e  f o l l o w i n g  a r g u me n t :

i .  T h e r e  e x i s t s  a t  l e a s t  o n e  l o c a l l y  a d m i s s i b l e  i n t e r p r e t a t i o n ,  t o  w i t ,

t he  o n e  w h i c h  a s s i g n s  t h e  s t a t e  n e u t r a l  t o  e a c h  s egmen t .

i i .  Some l o c a l l y  a d m i s s i b l e  i n t e r p r e t a t i o n  n o t  b e i n g  a d m i s s i b l e  i m p l i e s

t h e  e x i s t e n c e  o f  a n o t h e r  l o c a l l y  a d m i s s i b l e  i n t e r p r e t a t i o n  w i t h  a

s ma l l e r  n u mb e r  o f  i n c o r r e c t  t r a n s i t i o n s .  S i n c e  t h i s  n u mb e r  c a n ,

o b v i o u s l y ,  n o t  b e  l e s s  t h a n  z e r o ,  b y  r e d u c t i o  a d  abs u rdum o u r  c l a i m

f o l l o ws .

I f  t h e  s t a t e - s w i t c h e r  s k e l e t o n  was  c o r r e c t  t o  b e g i n  w i t h ,  t h e r e  i s  o n l y  o n e

a d mi s s i b l e  i n t e r p r e t a t i o n ,  t h a t  i n  wh i c h  e a c h  t r a n s i t i o n  i s  c o r r e c t .

I n  t h e  g e n e r a l  c a s e ,  t h e r e  w i l l  b e  mo r e  t h a n  o n e  a d m i s s i b l e  i n t e r p r e -

t a t i o n  f o r  a  g i v e n  s equenc e  o f  s egmen t s .  T h e  p r o b l e m  i s ,  t h e r e f o r e ,  t o  g i v e

a c r i t e r i o n  a c c o r d i n g  t o  wh i c h  o n e  o f  t h e s e  i n t e r p r e t a t i o n s  c a n  b e  c h o s e n

as ,  h o p e f u l l y ,  t h e  b e s t .  A  s i mp l e  c r i t e r i o n  w o u l d  b e  t o  c o u n t  t h e  n u mb e r  o f
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i n c o r r e c t  t r a n s i t i o n s .  We h a v e  c h o s e n ,  h o we v e r ,  f o r  a  more  s o p h i s t i c a t e d

c r i t e r i o n ,  m a i n l y  bec aus e  a l l  t o o  o f t e n  t h e  s ame n u mb e r  o f  e r r o r s  w i l l  b e

f o u n d  f o r  d i f f e r e n t  i n t e r p r e t a t i o n s .  F o r  e x a mp l e ,  f o r  t h e  s t a t e  s w i t c h e r
s k e l e t o n

t h e r e  a r e  fi v e  a d m i s s i b l e  i n t e r p r e t a t i o n s ,  e a c h  o f  wh i c h  c o n t a i n s  t w o  e r r o r s :

s t a t e :  n e u t r a l

and

n e u t r a l  n e u t r a l

0*

#

s t a t e :  n e u t r a l  n e u t r a l  n e u t r a l  n e u t r a l  n e u t r a l

s t a t e :  n e u t r a l  n e u t r a l  n e u t r a l

#

n e u t r a l  n e u t r a l

s t a t e :  n e u t r a l  n e u t r a l  n e u t r a l  n e u t r a l  n e u t r a l

s t a t e :  n e u t r a l  n e u t r a l  n e u t r a l  n e u t r a l  n e u t r a l

n e u t r a l  n e u t r a l

•

Ra t h e r  t h a n  h a v i n g  a l l  i n c o r r e c t  t r a n s i t i o n s  w e i g h  e q u a l l y  h e a v i l y ,  d i f f e r -

en t  " e r r o r  v a l u e s "  h a v e  b e e n  a s s i g n e d  t o  t h e  v a r i o u s  t y p e s  o f  i n c o r r e c t

t r a n s i t i o n s ,  b a s e d  u p o n  e s t i ma t e s  o f  t h e  l i k e l i h o o d  o f  t h e s e  t r a n s i t i o n s .

Mo r e o v e r ,  t o  s ome e x t e n t  t h e  s y mb o l s  o f  wh i c h  t h e  s egmen t s  c o n s i s t  a r e  t a k e n

i n t o  a c c o u n t  a n d  c ompared  w i t h  t h e  s t a t e  a s s i g n e d  t o  t h e  s e g me n t ,  t h e  i d e a
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b e i n g  t h a t ,  e . g . ,  b e g i n  i s  mo r e  l i k e l y  t o  o c c u r  i n  a  n e u t r a l  s e g me n t ,  t h a n

i n  o t h e r  s e g me n t s .
* I n  o r d e r  t o  o b t a i n  e s t i ma t e s  o f  t h e  l i k e l i h o o d ,  t h e  f o l l o w i n g ,  a d m i t -

t e d l y  o v e r s i m p l i fi e d ,  m o d e l  h a s  b e e n  u s e d :  T h e r e  e x i s t s  a  u n i v e r s e  o f  i n -

t e n d e d  p r o g r a ms ,  h a v i n g  c e r t a i n  s t a t i s t i c a l  p r o p e r t i e s  ( s u c h  a s  t h e  mean

l e n g t h  o f  a  n e u t r a l  s e g me n t ) .  A  s o u r c e  t e x t  i s  o b t a i n e d  i n  t wo  s t e p s .

F i r s t ,  a n  i n t e n d e d  p r o g r a m i s  d r a wn  f r o m  t h e  u n i v e r s e .  S e c o n d ,  t h i s  p r o g r a m

i s  s u b j e c t e d  t o  a  p e r t u r b a t i o n  p r o c e s s ,  c o n s i s t i n g  o f  o mi s s i o n  o f  g l y p h s  o r

o f  r e p l a c e me n t  b y  o t h e r  g l y p h s ,  a t  r a n d o m .
* *  G i v e n  t h e  a  
p r i o r i  
d i s t r i b u t i o n

o f  i n t e n d e d  p r o g r a ms  a n d  t h e  s t a t i s t i c a l  p r o p e r t i e s  o f  t h e  p e r t u r b a t i o n

p r o c e s s ,  B a y e s i a n  a n a l y s i s  mak es  i t  p o s s i b l e ,  f o r  a  g i v e n  s o u r c e  t e x t ,  t o

d e r i v e  t h e  a  p o s t e r i o r i  p r o b a b i l i t y  t h a t  t h e  s o u r c e  t e x t  was  o b t a i n e d  f r o m

a c e r t a i n  i n t e n d e d  p r o g r a m.

To i l l u s t r a t e  t h e  l i n e  o f  t h o u g h t ,  a  s i m p l e  e x a mp l e ,  t a k e n  f r o m  n a t u r a l

l a n g u a g e ,  may  b e  u s e f u l .  Ta k e  t h e  f o l l o w i n g  s e n t e n c e :

s l:  A  b o ld  mehal was awarmed.

O b v i o u s l y ,  t h i s  i s  me a n i n g l e s s .  We may  as s ume s o me t h i n g  me a n i n g f u l  was  i n -

t e n d e d ,  b u t  t h a t  p r i n t i n g  e r r o r s  h a v e  g a r b l e d  t h e  mes s age.  Wh a t  n o w was  t h e

i n t e n d e d  mes s age? Th e r e  a r e  s e v e r a l  p o s s i b l e  c a n d i d a t e s .  S u p p o s e  t h a t ,

a f t e r  h a v i n g  e l i m i n a t e d  s e v e r a l  o f  t h e m,  s u c h  a s :

A b o ld  metal was alarmed.

The i n t r o d u c t i o n  o f  t h i s  t y p e  o f  a r g u me n t  m i g h t  o p e n  t h e  d o o r  f o r  t h e
c l e a r l y  u n d e s i r a b l e  s i t u a t i o n  wh e r e  a  c o r r e c t  b u t  v e r y  u n l i k e l y  p i e c e
o f  p r o g r a m i s  " r e p a i r e d "  i n t o  a  mo r e  l i k e l y  o n e .  T h i s  i s  p r e c l u d e d ,  h o w -
e v e r ,  b y  o u r  d e fi n i t i o n  o f  " a d m i s s i b l e  i n t e r p r e t a t i o n " .  T h e  o b v i o u s  a d -
v an t age  i s  t h e  p o s s i b i l i t y  t o  r e s y n c h r o n i z e  wh e n ,  f o r  i n s t a n c e ,  o n e  c ommen t -
s y mbo l  has  d i s a p p e a r e d  i n  a  p i e c e  o f  p r o g r a m r i c h l y  s u p p l i e d  w i t h  c omment s .

* * , G l y p h s "  a r e  t h e  a t o m i c  e l e me n t s  f r o m  wh i c h  r e p r e s e n t a t i o n s  a r e  b u i l t
up ,  f o r  e x a mp l e ,  t h e  c h a r a c t e r s  o f  a  g i v e n  c h a r a c t e r  s e t .
The c a s e  o f  i n s e r t i o n  o f  g l y p h s  i s  n o t  c o n s i d e r e d  h e r e ,  s i n c e  t h e  r e -
s u l t i n g  s y mpt oms  c a n  b e  a s c r i b e d  t o  t h e  ( mu c h  mo r e  l i k e l y )  r e p l a c e me n t .
E . g . ,  t h e  i n t e n d e d  p r o g r a m c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  s o u r c e  t e x t  ( M  c o u l d
hav e b e e n  ( 1 ) ,  b u t  c o u l d  e q u a l l y  w e l l  h a v e  b e e n  ( 1 0 ) ,  ( / / ) ,  e t c .
L i k e wi s e ,  t h e  c a s e  o f  i n t e r c h a n g i n g  g l y p h s  i s  n o t  t a k e n  i n t o  c o n s i d e r a t i o n .
Such e r r o r s  r a r e l y  i n fl u e n c e  t h e  p a r e n t h e s i s  s k e l e t o n ;  a l s o ,  t h e y  g i v e
r i s e  t o  s y mpt oms ,  i f  a n y ,  t h a t  c a n  b e  e x p l a i n e d  i n  t e r ms  o f  r e p l a c e me n t .



on t h e  g r o u n d  o f  t h e i r  b e i n g  u n g r a mma t i c a l  o r  me a n i n g l e s s ,  we  a r e  l e f t  w i t h

t wo c a n d i d a t e s :

s2: A  c o ld  meal was warmed a n d

53: A  go ld  medal was awarded.

Now s uppos e t h a t  we  k n o w t h e  a  p r i o r i  p r o b a b i l i t y ,  p r e s u ma b l y  b a s e d  o n  t h e

c o n t e x t ,  t h a t  t h e  i n t e n d e d  mes s age was  s 2  o r ,  a l t e r n a t i v e l y ,  5 3 .  We s h a l l

deno t e  t h e s e  b y  P ( s 2 )  a n d  P ( s 3 ) ,  r e s p e c t i v e l y .  I f  we  a l s o  k n o w t h e  p r o b a -

b i l i t i e s  P ( s 1  s 2 )  a n d  P ( s 1 1 s 3 )  t h a t ,  d u e  t o  p r i n t i n g  e r r o r s ,  s 2  a n d  s 3 ,  r e s -

p e c t i v e l y ,  w i l l  b e  t u r n e d  i n t o  s l ,  we  c a n  c ompu t e  t h e  a  p o s t e r i o r i  p r o b a b i l -

i t i e s  t h a t  s 2  o r  s 3  we r e  i n t e n d e d ,  g i v e n  t h e  f a c t  t h a t  we  h a v e  r e c e i v e d  s l ,

by  t h e  f o r m u l a e :

P (s 21s 1 )

P (s 31s 1 )  p (  1 1
P( l j s 3 )  P ( s 3 )

2)  P ( s 2 )  +  P ( s l l e 3 )  P ( s 3 )  *

and

P(s 1152)  a n d  P ( s 1 1 5 3 )  c a n  b e  d e t e r m i n e d  b y  t a k i n g  t h e  p r o d u c t  o f  t h e  c o n -

d i t i o n a l  p r o b a b i l i t i e s  f o r  t h e  i n d i v i d u a l  p r i n t i n g  e r r o r s  ( w h i c h  a r e  c o n
-s i d e r e d  i n d e p e n d e n t ) .  S o

P(s 1152 )  =  P ( c  i )  P ( +  h )  P ( +  ) ,  a n d

P(s 11s 3 )  =  P ( g  i )  P ( d  h )  P ( d  ÷  m) .

The l a t t e r  p r o b a b i l i t i e s  may  b e  e s t i ma t e d  b y  c o l l e c t i n g  s t a t i s t i c a l  d a t a  o n

p r i n t i n g  e r r o r s .  O b s e r v e  t h a t ,  t y p i c a l l y ,  t h e  f o r mu l a e  f o r  P ( s 2 1 s 1 )  a n d

P(s 31s 1 )  h a v e  t h e i r  d e n o mi n a t o r s  i n  c ommon,  s o  t h a t ,  i n  o r d e r  t o  c ompare

t hem,  i t  s u f fi c e s  t o  c ompare  t h e i r  n u me r a t o r s .



2.  .  D e t e r m i n a t i o n  o f  e r r o r  v a l u e s

- 1 2 -

I n  o u r  s i t u a t i o n ,  we  h a v e  n o  a  p r i o r i  g r o u n d  t o  c o n s i d e r  o n e  i n t e n d e d

p r o g r a m more  l i k e l y  t h a n  a n o t h e r  o n e .  T h e r e f o r e ,  we  w i l l  as s ume a  u n i f o r m
* -

d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  i n t e n d e d  p r o g r a ms  •  F o r  t h e  a b o v e  e x a mp l e ,  t h i s  Wo u l d

i mp l y  P ( s 2 )  =  P ( s 3 ) .  A g a i n ,  a s  o u r  g o a l  i s  c o mp a r i s o n  o n l y ,  we  o b t a i n  a

s i m p l i fi c a t i o n :  i t  n o w s u f fi c e s  t o  c ompare  t h e  p r o d u c t  o f  t h e  c o n d i t i o n a l

p r o b a b i l i t i e s  f o r  t h e  i n d i v i d u a l  phenomena o b s e r v e d .  R a t h e r  t h a n  m u l t i -

p l y i n g  p r o b a b i l i t i e s  a n d  c o mp a r i n g  p r o d u c t s ,  we  s h a l l  a d d  e r r o r  v a l u e s ,

i . e . ,  ( s c a l e d )  l o g a r i t h m s  o f  t h e  p r o b a b i l i t i e s  a n d  t h e n  c ompare  t h e  s um.

As t h e  mo d e l  o n  wh i c h  o u r  a l g o r i t h m  i s  b a s e d  i s  a  g r o s s  s i m p l i fi c a t i o n ,

no o t h e r  s i g n i fi c a n c e  s h o u l d  b e  a t t a c h e d  t o  t h e  e r r o r  v a l u e s  o b t a i n e d  t h a n

t h a t  o f  a  h e u r i s t i c  g u i d e ,  o b t a i n e d  b y  ma k i n g  e d u c a t e d  gues s es .

I n  t h e  s u b s e q u e n t  s e c t i o n s ,  t h e  f o l l o w i n g  w i l l  b e  u s e d  t o  s t a n d  f o r

( e s t i ma t e s  o f )  p r o b a b i l i t i e s  a n d  o t h e r  p a r a me t e r s :

N =  s i z e  o f  t h e  g l y p h  s e t ,

L =  s i z e  o f  t h e  l e t t e r  s e t ,

= p r o b a b i l i t y  t h a t  a  g i v e n  g l y p h  i s  o m i t t e d  i n  t h e  p e r t u r b a t i o n

p r o c e s s ,

o =  p r o b a b i l i t y  t h a t  a  g i v e n  g l y p h  i s  r e p l a c e d  b y  s ome o t h e r
g l y p h ,

S =  t h e  r a n g e  o v e r  wh i c h  t h e  l e n g t h  o f  s egment s  w i t h  s t a t e  E

may v a r y  i n  p r a c t i c e ,  wh e r e  s t a n d s  f o r  s ome s t a t e  s w i t c h e r ,

(Pb =  p r o b a b i l i t y  t h a t  o n e  o r  mo r e  b o l d  s y mbo l s  o c c u r  i n  a  s egment
o t h e r  t h a n  n e u t r a l .

*
Th i s  i s  n o t  w h o l l y  t r u e ,  a s  we  wa n t  t o  c o n s i d e r  a  p r o g r a m c o n t a i n i n g ,  e . g . ,
t h e  s t r i n g  r q * " 1
.
- 7 / "  l e s s  
l i k e l y  
t h a
n  
t h
e  
p r o
g r a
m  
w i
t h  
t
h
a
t  
s t
r i
n g  
r e
p l
a c
e d

by  b e g i n " .  B y  means  o f  a  t r i c k ,  h o we v e r ,  we  c a n  s a v e  t h e  u n i f o r m  d i s t r i -
b u t i o n .  T h i s  c a n  b e  d e s c r i b e d  i n  t e r ms  o f  o u r  mo d e l  b y  r e s t r i c t i n g  t h e
u n i v e r s e  o f  i n t e n d e d  p r o g r a ms  t o  p r o g r a ms  t h a t  d o  n o t  c o n t a i n  s u c h  s t r i n g s ,
and t h a n  h a v i n g  t h e s e  s t r i n g s  a p p e a r  i n  t h e  p e r t u r b a t i o n  p r o c e s s .



- 1 3 -

2 . 4 . 1 .  E r r o r  v a l u e s  f o r  c o m m e n t
-
s y m b o l sWhere i n  t h e  s e q u e l  C  i s  u s e d ,  t h i s  s h o u l d  b e  u n d e r s t o o d  a s  s t a n d i n g

f o r  a n y  o f  t h e  s t a t e  s w i t c h e r s  c o ,  c ommen t ,  a  o r  p r a g ma t .

Co n s i d e r  t wo  s egment s  w i t h  s t a t e s  E 1 a n d  E2 '  s e p a r a t e d  b y  C:

I n  o r d e r  t h a t  a n  i n t e r p r e t a t i o n  wh i c h  a s s i g n s  E 1 a n d  E2 t o  t h e s e  s egmen t s
be a d m i s s i b l e ,  i t  i s  n e c e s s a r y  t h a t  a t  C  we h a v e  e i t h e r  a  c o r r e c t  O r  a n

a d mi s s i b l e  i n c o r r e c t  t r a n s i t i o n .  S o  we  mu s t  h a v e  o n e  o f  t h e  f o l l o w i n g

( c l as s es  o f )  t r a n s i t i o n s :

I t  n o w r e ma i n s  t o  b e  s e e n  h o w t h e s e  c as es  c a n  a r i s e  b y  s u b j e c t i n g  a n  i n t e n d e d

p r o g r a m t o  t h e  p e r t u r b a t i o n  p r o c e s s .  I n  t r a n s i t i o n s  i ,  i i  a n d  i i i  t h e  i n -

t e n d e d  p r o g r a m was  n o t  a f f e c t e d ,  a s  t h e  t r a n s i t i o n  i s  . c o r r e c t  t h e r e .  A l -

t h o u g h  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  t h i s  phenomenon i s  s l i g h t l y  l e s s  t h a n  1 ,  a s  t h e r e

i s  a  s m a l l ,  b u t  fi n i t e ,  p r o b a b i l i t y  t h a t  s ome p e r t u r b a t i o n  w i l l  o c c u r ,  we

s h a l l  e q u a t e  t h i s  p r o b a b i l i t y  t o  1 .  I n  c a s e  i v ,  a n  i n c o r r e c t  t r a n s i t i o n  i s

i n v o l v e d ,  and t h e r e  i s  a  m u l t i t u d e  o f  p o s s i b l y  i n t e n d e d  p r o g r a ms  t h a t  c o u l d

r e s u l t  i n  t h i s  phenomenon.  I n  o r d e r  t o  r e s t r i c t  t h e  a n a l y s i s  t o  l o c a l  e f f e c t s ,

we s h a l l  as s ume t h a t  t h i s  i n c o r r e c t  t r a n s i t i o n  i s  t h e  o n l y  o n e  i n  t h e  i n -

t e r p r e t a t i o n  o f  t h e  s o u r c e  t e x t .  T h e  g i v e n  s o u r c e  t e x t  c o u l d  hav e  r e s u l t e d

f r o m t h e  r e p l a c e me n t  o f  s ome g l y p h  i n  t h e  i n t e n d e d  p r o g r a m b y  C,  b u t  i n  t h e

l i g h t  o f  t h e  muc h  l i k e l i e r  p o s s i b i l i t y  t h a t  t h e  c o r r e s p o n d i n g  C was  o m i t t e d

o r  mi s t y p e d ,  w e  s h a l l  d i s r e g a r d  t h i s  p o s s i b i l i t y .  S o  t h e  c l a s s  o f  p o s s i b l y

i n t e n d e d  p r o g r a ms  c o mp r i s e s  t h o s e  p r o g r a ms  t h a t  c a n  b e  t r a n s f o r me d  i n t o  t h e

s ourc e  t e x t  b y  d e l e t i n g  o n e  oc c ur renc e  o f  C,  o r  r e p l a c i n g  i t  b y  s ome o t h e r

E21

i .  E
l  
=  
n
e
u
t r
a l
,  
E
2  
=  
C
.

E =  C ,  E
2  =  
n e u t
r a l .

1

E1 =  E =  E ,  wh e r e  E  C  a n d  E 0  n e u t r a l .

i v .  E  =  E  =  n e u t r a l .1 2



2 . 4 . 2 .  E r r o r  v a l u e s  f o r  q u o t e - s y mb o l s

g l y p h  ( mo r e  s p e c i fi c a l l y ,  b y  t h e  c o r r e s p o n d i n g  g l y p h  i n  t h e  s o u r c e  t e x t ) .
(PO

.Fo r  e a c h  o f  t h e s e ,  we  h a v e :  P  =  +  N
—  T h e  n u m b e r  
o f  
p o s s i b l y  
i n t e n d e d

programs  c a n  b e  e s t i m a t e d  r o u g h l y  t o  b e  2 S
c
,  o n e  f o r  e a c h  
o f  t h e  
a b o u t  
S
c

p l a c e s  t o  t h e  l e f t  a n d  t o  t h e  r i g h t  o f  C i n  t h e  s o u r c e  t e x t  wh e r e  t h e  d e l e t e d

o r  r e p l a c e d  C c o u l d  hav e  s t o o d .
To s u mma r i z e :

P ( i )  =  P ( i i )  =  P ( i i i )  =  1 ;
(P
OP ( i v )  =  2 S

c
( 4 )
.
_  +

The c o r r e s p o n d i n g  e r r o r  v a l u e s  a r e  o b t a i n e d  b y  t a k i n g  t h e  l o g a r i t h m  t o

some b a s e  o f  t h e s e  p r o b a b i l i t i e s .

P r e v i o u s l y ,  we  h a v e  a l r e a d y  me n t i o n e d  t h e  f a c t  t h a t  i t  i s  s o me t i me s

p o s s i b l e  t o  s e e  wh e t h e r  a  g i v e n  q u o t e
-
s y m b o l  i s  a n  
o p e n e r  
o r  
a  
c l o s e r .  
A s  
w e

ex pec t  t h a t  i n  mo s t  c a s e s  s t r i n g
-
d e n o t a t i o n s  w i l l  
c o n s i s t  
o f  
l e t t e r s  
m a i n l
y ,

o n l y  t h e  i n f o r m a t i o n  p r o v i d e d  b y  t h e s e  s y mb o l s  i s  t a k e n  i n t o  a c c o u n t .  S t r i n g -

d e n o t a t i o n s  may  o n l y  b e  f o l l o w e d  a n d / o r  p r e c e d e d  b y  l e t t e r s  wh e n  t h e y  o c c u r

w i t h i n  f o r m a t
-
d e n o t a t i o n s
.  
N o t e  
t h a
t  
a
t  
t h
i s  
s t
a g
e  
i
t  
i
s  
n
o
t  
y
e
t  
k
n
o
w
n

wh e t h e r  a  g i v e n  s t r i n g
-
d e n o t a t i o n  
d o e s  
o r  
d o e s  
n o t  
o c c
u r  
i
n  
a  
f o r
m a t
-

d e n o t a t i o n :  t h i s  c a n  o n l y  b e  c hec k ed  when  t h e  b r a c e  s k e l e t o n  i s  k n o wn ,  w h i c h

i n  i t s  t u r n  h a s  t o  a wa i t  t he  t r e a t me n t  o f  t h e  s t a t e  s w i t c h e r  s k e l e t o n .

The s e t  o f  l e t t e r s  w h i c h  may  o c c u r  i n  f o r m a t - d e n o t a t i o n s  c o n s i s t s  o f :

a , b ,  c ,  d ,  e ,  f ,  g ,  i
,  k ,  i
,  n ,  
p ,  
r ,  
s ,  
t ,  
x ,  
y  
a n
d  
z
.  
( N
o t
e  
t h
a t  
f  
a
n
d  
g

do n o t  o c c u r  i n  f o r m a t
-
d e n o t a t i o n s  
a s  
d e fi n e d  
i n  
t h e  
o r i g i
n a l  
R e p
o r t
.  
H o
w -

e v e r ,  i t  s eems  l i k e l y  t h a t  t h e y  w i l l  b e  i n c l u d e d  i n  t h e  r e v i s e d  v e r s i o n  o f

t h e  s y n t a x  f o r  f o r m a t - d e n o t a t i o n s , )  I n  o r d e r  t o  mak e t h e  p r o b a b i l i t y  o f

r e c o g n i z i n g  q u o t e
-
s y m b o l s  
a s  
o p e n e r
s  
o r  
c l o s
e r s  
a
s  
g r
e a
t  
a
s  
p o s
s i b
l e ,  
w
e  
d
o

n o t  o n l y  c o n s i d e r  o n e  s y mb o l ,  b u t  a  ma x i ma l  s equenc e  o f  l e t t e r s ,  i . e . ,  a

s equenc e o f  l e t t e r s  p r e c e d e d  a n d  f o l l o w e d  b y  a  n o n - l e t t e r .  L e t  -
6
-  s t a n d  f o rt h e  s e t  o f  l e t t e r s  me n t i o n e d  a b o v e ,  a n d  6  f o r  t h e  s e t  o f  r e m a i n i n g  l e t t e r s ,

h ,  j ,  m,  o ,  q ,  u ,  v  a n d  W.  Th e n  a  Z. -s equenc e i s  a ,  p o s s i b l y  e mp t y ,  ma x i ma l

sequence o f  l e t t e r s ,  e a c h  l e t t e r  b e l o n g i n g  t o  T .  A  6 - s e q u e n c e  i s  a  ma x i ma l

s equenc e o f  l e t t e r s ,  a t  l e a s t  o n e  o f  wh i c h  i s  a n  e l e me n t  o f  6 . ( S o  a  s equenc e



o f  l e t t e r s  i s  e i t h e r  a  3 - s equenc e  o r  a  6 - s e q u e n c e . )  T o  g i v e  a n  e x a mp l e :

a s n a i l s p a c e  i s  a  T- s e q u e n c e ,  wh e r e a s  and romeda  i s  n e t .  ( I f  a  s p a c e
-
s y m b o lhas  s ome r e p r e s e n t a t i o n ,  e . g . ,  ,  ,  i t  s h o u l d  o f  c o u r s e  a l s o  b e  i n c l u d e d  i n

6 . )  I n  t h e  s e q u e l ,  A  w i l l  s t a n d  f o r  a  6 - s e q u e n c e ,  a n d  -
A "  f o r  a  7 - s e q u e n c e .I n  t h i s  wa y ,  we  c a n  d i s t i n g u i s h  f o u r  c a s e s ,  d e p e n d i n g  o n  t h e  c o n t e x t  o f  t h e

quo te -symbo l:  A  "  A ,  A  "  A ,  A  "  A and  A "  A .

2 . 4 . 2 . 1 .  T h e  c a s e  -
A
.  "  A

As i n  s e c t i o n  2 . 4 . 1 . ,  we  mu s t  h a v e  o n e  o f  t h e  f o u r  ( c l a s s e s  o f )

t r a n s i t i o n s  i  t o  i v  ( wh e r e  C  s t a n d s  f o r  " ) .

T r a n s i t i o n  i  a n d  i i i  i n v o l v e  n o  e r r o r s ,  s o  P ( i )  =  P ( i i i )  =  1 .

T r a n s i t i o n  i i  c a n  a r i s e  b y  m u t i l a t i o n  o f  a n  i n t e n d e d  p r o g r a m whe re  t h e

c o n t e x t  o f  t h e  q u o t e - s y mb o l  i s  -
A  "  T .  T h e  
T  a t  
t h e  
r i g h t  
m u s t  
b e  
a n  
e m p t
y -

s equenc e
.
,  
e x c e
p t  
w i
t h
i n  
f o r
m a t
-
d e n
o t a
t i o
n s ,  
b
u
t  
f
o
r  
t
h
e  
s
a
k
e  
o
f  
s
i
m
p
l
i
c
i
t
y

we s h a l l  d i s r e g a r d  t h e  l a t t e r  c a s e .  T h e  c h a n g e  o f  t o  A  c a n  o c c u r  b y :

-  r e p l a c i n g  t h e  g l y p h  a f t e r  t h e  q u o t e - s y mb o l  b y  t h e  l e t t e r  f r o m  6

(P =  ( N - L ) N '
-  o m i t t i n g  t h e  g ly p h  a f t e r  t h e  q u o te -symb o l (P  =  (N -L )  ) .

(PO\ -
Tak en t o g e t h e r ,  P ( i i )  =  ( N - L ) 4 _  +

T r a n s i t i o n  i v  c a n  b e  t r e a t e d  a s  i n  2 . 4 . 1 . ,  b u t  n o w t h e r e  a r e  o n l y

about  S "  p l a c e s  wh e r e  t h e  o r i g i n a l  q u o t e - s y mb o l  c o u l d  h a v e  s t o o d  s i n c e ,

c l e a r l y ,  t h e  q u o t e
-
s y m b o l  a t  
h a n d  
i s  
a n  
o p e n
e r .

To s u mma r i z e :  P ( i )  =  P ( i i i )  =  1 ;

2 . 4 . 2 . 2 .  T h e  c a s e  A

-
1
5
-

(P
OP ( i i )  =  ( N - L )  ( ( L .  +

P ( i v )  =  S "  (4)_ +

Th i s  c a s e  i s  t h e  m i r r o r  i ma g e  o f  t h e  c a s e  A  "  A ,  c o n s i d e r e d  i n  s e c t i o n

2
.
4
.
2
.
1
.

We o b t a i n : P ( i i )  =  P ( i i i )  =  1 ;

P ( i )  ( N - L )  +
cboP(iv) = s" (cp_ +



2 . 4 . 2 . 3 .  T h e  c a s e  T  "  T

Th i s  c a s e  i s  s i m i l a r  t o  t h e  c a s e  t r e a t e d  i n  s e c t i o n  2 . 4 . 1 .  i f  we  t a k e

C t o  s t a n d  f o r  " .

We h a v e :  P ( i )  =  P ( i i )  =  P ( i i i )  =  ;

2 . 4 . 2 . 4 .  Th e  c a s e  A  "  A

( I )
° \

P ( i v )  =  2 S
f
r  k ( 1 ) -

Th i s  i s  o n l y  c o r r e c t  i f  t r a n s i t i o n  i i i  i s  i n v o l v e d .  F o r  t r a n s i t i o n  i i ,

t h e  a n a l y s i s  o f  t h e  c a s e  T  "  A  a p p l i e s ,  a s  d o e s  t h a t  o f  t h e  c a s e  A  "  T  f o r

t r a n s i t i o n  i .  I n  t h e  r e m a i n i n g  c a s e  o f  t r a n s i t i o n  i v ,  t h e  i n t e n d e d  p r o g r a m

mus t  h a v e  b e e n  o n e  wh e r e  i n s t e a d  o f  t h e  q u o t e - s y l l b o l  a t  h a n d  s ome o t h e r
1

s y mbol  s t o o d  ( P  =  N4)
0  
=  )  
.

4)
0Summar i z i ng :  P ( i )  =  P ( i i )  =  ( N - L )  ( q )

.
_  + P ( i i i )  =  1 ;

P ( i v )  =

2 . 4 . 3 .  N u m e r i c a l  r e s u l t s

2 . 4 . 4 .  T h e  a l g o r i t h m

-16-

Gues s t imat es  f o r  t h e  v a r i o u s  p a r a me t e r s  i n  t h i s  s e c t i o n  we r e  o b t a i n e d

i n d e p e n d e n t l y  f r o m  s ome c o l l e a g u e s  a n d  u s e d  t o  c o mp u t e  t h e  v a r i o u s  e r r o r

v a l u e s  ( wh e r e  t h e  n e g a t i v e  l o g a r i t h m  t o  s ome b a s e  was  t a k e n ) .  T h e  r e s u l t s

a re  l i s t e d  o n  p a g e  1 7 .

The t a s k  o f  t h e  a l g o r i t h m  c a n  b e  s t a t e d  t hus :  fi n d  a mo n g  a l l  a d m i s s i b l e

i n t e r p r e t a t i o n s  a n  o p t i m a l  o n e ,  i . e . ,  o n e  w i t h  mi n i ma l  t o t a l  e r r o r  v a l u e

f o r  t h e  s egment s  a n d  t r a n s i t i o n s  i n v o l v e d .  O b v i o u s l y ,  i t  i s  i m p r a c t i c a l  t o

g e n e r a t e  a l l  a d m i s s i b l e  i n t e r p r e t a t i o n s  o n e  b y  o n e ,  a s  t h e i r  n u mb e r  w i l l

g row e x p o n e n t i a l l y  w i t h  t h e  n u mb e r  o f  s t a t e  s w i t c h e r s  i n  t h e  s o u r c e  t e x t .

By a p p l y i n g  t h e  p r i n c i p l e  o f  dy namic  p r o g r a mmi n g ,  h o we v e r ,  i t  i s  p o s s i b l e

t o  d e r i v e  a  p r a c t i c a l  a l g o r i t h m .



Est ima te s:
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i v :  n e u t r a l  4- n e u t ra l



2 . 4 . 4 . 1 .  A p p l i c a t i o n  o f  t h e  d y n a mi c  p r o g r a mmi n •  y r i n c i , p l e

L e t  t h e  s egmen t s  o f  a  s o u r c e  t e x t  b e  n u mb e r e d  f r o m  0  t o  n .  C o n s i d e r  t w o

a d mi s s i b l e  i n t e r p r e t a t i o n s  1 1  a n d  1 2  t h a t  a s s i g n  t h e  s ame s t a t e  E .  t o  t h e

i - t h  s egment .  S o  we  h a v e

An e u t r a l
and

( o )  ( 1 )  ( i - 1 )  ( i ) _ T .  ( i + 1 )  ( n - 1 )  (  )T -  a n d1 1 + 1  • • •
Eo 1  .  E
1-1 1 +  
E n
- 1

E
E E .  1

0

- 1 8 -

12:  -( 0 )  ( 1 )  1 i - 1  I  ( i  I  ( i + 1 )  ( n - 1 )  I  ( n )- -
1 „  - - ) 1 + 1  -
7
- - -  n  
-
7
-

E.
Eo  1 - 1  E
1 + 1  
n - 1

where  t h e  T ' s  s t a n d  f o r  t h e  t r a n s i t i o n s  i n v o l v e d  a n d  t h e  n u mb e r s  o f  t h e  s e g -

ment s  a r e  g i v e n  b e t we e n  p a r e n t h e s e s .  Th e n  c l e a r l y ,  b o t h  o f  t h e  f o l l o w i n g

i n t e r p r e t a t i o n s  a r e  a l s o  a d m i s s i b l e :

(0) m ( 1 )  ( i - 1 )  ( 1 )  ( i 4 . 1 )  (  -1T. 1 1+1 7
E. E .  E .1-1 1  1 4 1

( o )  ( 1 )  ( i  -1)  I  ( 1 )  rr, ( i + 1 )  (  - 1 )
1 1 1  ,

E E  E .  E .  E .0 1  1 - 1  1  1 + 1

1 +
1

I n  wo r d s :  i t  i s  a d m i s s i b l e  t o  c r o s s  o v e r  a t  t h e  i - t h  s egmen t .

To g i v e  a n  e x a mp l e :  f r o m  t h e  t wo  a d m i s s i b l e  i n t e r p r e t a t i o n s

( 2 )   *  ( 3 )   *   ( 4 )
#

n e u t r a l  n e u t r a l  n e u t r a l

n-1

n -

( n ) and
,

E
n

( n )T _n
-
-

E

(5) ( 6 )  ( 7 )
n e u t r a l

(o) *  ( 1 )  ( 2 )  ( 3 )  ( 4 )  ( 5 )   ( 6 )  *  ( 7 )- #    #
n e u t r a l  n e u t r a l  n e u t r a ln e u t r a l  n e u t r a l

wh i c h  b o t h  a s s i g n  n e u t r a l  t o  t h e  t h i r d  s egmen t ,  we  c a n  d e r i v e  y e t  t wo  o t h e r

a d mi s s i b l e  i n t e r p r e t a t i o n s :



Th i s  i s  i l l u s t r a t e d  p e r h a p s  mo r e  v i v i d l y  i n  t h e  f o l l o w i n g  d i a g r a m,  i n  wh i c h

t h e  i n t e r p r e t a t i o n s  a r e  g i v e n  b y  t h e  p a t h s  f r o m  l e f t  t o  r i g h t .  T h i s  wa y  o f

l o o k i n g  a t  i n t e r p r e t a t i o n s  h a d  p r o v e d  a  p o w e r f u l  h e u r i s t i c  g u i d e .

(o) (1) (2) * ( 3 )- - - (4)
#

(5)
#

(6) - * ( 7 )
n e u t r a l n e u t r a l n e u t r a l # # n e u t r a l n e u t r a l

And

(0 ) (1) (2) (3) *  ( 4 ) (5) (6) (7)
n e u t r a l n e u t r a l _,Y n e u t r a l

#
n e u t r a l

#
n e u t r a l

(o) ( 1 )  ( 2 )  ( 3 )  ( 4 )

ʻ

-1 9 -

. n e u t r a l - - o n e u t r a l
- -  
n e u t r a l - -
1 2 n e u t r a l  
1 . n e
u t r a
l  
n e u t
r a l .
-
_ , , n
e u t r
a l

Now c o n s i d e r  t w o  p a r t i a l  i n t e r p r e t a t i o n s

(0 )  ( 1 ) ( i  -1)  ( i )P l :  T  a n d- - -  1

E1 E .  E .0 1 - 1  1

(0 )  t  ( 1 )  (  - 1 )  ( i )P2:   T  _ - _  . . .  _ - _ - - T .
1 /  /  - - -  ,

E E  E .  E .0 1  1 - 1  1

(5) ( 6 )  ( 7 )

h a v i n g  t h e i r  l a s t  s t a t e s  i n  common.  S u p p o s e  t h a t  C l  i s  a n  o p t i m a l  c o n t i n u a t i o n

o f  P1 r e s u l t i n g  i n  a n  a d m i s s i b l e  i n t e r p r e t a t i o n ,  a n d ,  s i m i l a r l y ,  t h a t  C2  i s

an o p t i m a l  c o n t i n u a t i o n  o f  P2 .  A s  s t a t e d  a b o v e ,  0 2  mu s t  b e  a n  a d m i s s i b l e

c o n t i n u a t i o n  o f  P1 a l s o ,  a n d  C l  o f  P 2 ,  s o  we  h a v e :

e r r o r  v a l u e  ( P 1 0 1 )  <  e r r o r  v a l u e  ( P 1 0 2 )  a n d

e r r o r  v a l u e  ( P 2 C2 )  <  e r r o r  v a l u e  ( P 2 0 1 ) .

S inc e  t h e  e r r o r  v a l u e  i s  o b t a i n e d  b y  a d d i n g  t o g e t h e r  t h e  e r r o r  v a l u e s  o f  t h e

i n d i v i d u a l  t r a n s i t i o n s  a n d  s egmen t s ,  i t  i s  p o s s i b l e  t o  a p p l y  t h e  p r i n c i p l e

o f  dy namic  p r o g r a mmi n g .  T h e  a b o v e  i n e q u a l i t i e s  c a n  b e  w r i t t e n  t h u s :



e r r o r  v a l u e  ( P 1 )  +  e r r o r  v a l u e  ( C 1 )  <  e r r o r  v a l u e  ( P 1 )  +  e r r o r  v a l u e  ( C 2 )
and

e r r o r  v a l u e  ( P 2 )  +  e r r o r  v a l u e  ( C 2 )  <  e r r o r  v a l u e  ( P 2 )  +  e r r o r  v a l u e  ( C 1 ) .

From t h i s ,  we  d e r i v e l  e r r o r  v a l u e  ( 0 1 )  := e r r o r  v a l u e  ( C 2 ) .  Co n s e q u e n t l y ,

e r r o r  v a l u e  ( P 1 C1 )  <  e r r o r  v a l u e  ( P 2 C2 )  e r r o r  v a l u e  ( P 1 )  e r r o r  v a l u e  ( P 2 ) .

I n  wo r d s :  a  p a r t i a l  i n t e r p r e t a t i o n  P1 c a n  o n l y  t h e n  b e a t  a n o t h e r  p a r t i a l

i n t e r p r e t a t i o n  P 2 ,  i . e . ,  c a n  o n l y  t h e n  b e  t h e  i n i t i a l  p a r t  o f  a n  i n t e r p r e t a t i o n

wh i c h  i s  b e t t e r  t h a n  t h e  b e s t  p o s s i b l e  c o m p l e t i o n  o f  P 2 ,  i f  i t s  e r r o r  v a l u e  i s

l e s s  t h a n  t h a t  o f  P2 .  A s  a  c ons equenc e ,  o n l y  o n e  o u t  o f  P1 a n d  P2  needs  t o  b e

r e t a i n e d .  T h i s  means  t h a t  t h e  s e t  o f  p a r t i a l  i n t e r p r e t a t i o n s  o f  t h e  s egment s

0 t o  i  n e e d  c o n t a i n  a t  mo s t  o n e  e l e me n t  f o r  e a c h  o f  t h e  ( a t  mo s t )  e i g h t  p o s -

s i b l e s t a t e s Z . f o r  t h e  i - t h  s egmen t ,  t o  w i t ,  a n  o p t i m a l  p a r t i a l  i n t e r p r e t a t i o n .
( 0 )I n i t i a l l y ,  f o r  i  =  0 ,  t h i s  s e t  c o n t a i n s  o n l y  o n e  e l e me n t -  .  S c a n n i n g/ n

-
e
-
u f
r a
l

t h e  s t a t e  s w i t c h e r  s k e l e t o n  f r o m  l e f t  t o  r i g h t ,  a t  e a c h  s t a t e  s w i t c h e r  t h e

s e t  o f  p a r t i a l  i n t e r p r e t a t i o n s  i s  r e p l a c e d  b y  a  n e w s e t .  T h e  t r a n s i t i o n s  i n -

v o l v e d  u p o n  e n c o u n t e r i n g  a  s t a t e  s w i t c h e r  C  c a n  b e  d e p i c t e d  t h u s :

(i_l) c  112z. E .1_1
n e u t r a l n e u t r a l

C'

-
2
0
-

(C' C )

A d e c i s i o n  h a s  t o  b e  t a k e n  wh e t h e r t h e  n e w p a r t i a l  i n t e r p r e t a t i o n  c o r r e s p o n d i n g

t o  t h e  s t a t e  n e u t r a l  i s  t h e  c o n t i n u a t i o n  o f  t h e  o l d  p a r t i a l  i n t e r p r e t a t i o n

c o r r e s p o n d i n g  t o  n e u t r a l  ( P 1 )  o r  o f  t ha t  c o r r e s p o n d i n g  t o  C  ( P 2 ) .  T h i s  c a n  b e

d e c i d e d  b y  c o mp a r i n g  t h e  s um o f  t h e  e r r o r  v a l u e s  o f  t h e  o l d  p a r t i a l  i n t e r -

p r e t a t i o n  a n d  t h e  t r a n s i t i o n ,  i . e . ,  b y  c o mp a r i n g

e r r o r  v a l u e  ( P 1 )  +  e r r o r  v a l u e  ( n e u t r a l  n e u t r a l )  a n d

e r r o r  v a l u e  ( P 2 )  +  e r r o r  v a l u e  (  C  n e u t r a l ) .

A f t e r  h a v i n g  p r o c e s s e d  t h e  l a s t  s egmen t  o f  t h e  s o u r c e  t e x t ,  t h e  ( t h e n

c o mp l e t e )  i n t e r p r e t a t i o n  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  s t a t e  n e u t r a l  i s  a n  o p t i m a l

i n t e r p r e t a t i o n .  T o  g i v e  a n  e x a mp l e ,  w h i c h  i s  s l i g h t l y  s i m p l i fi e d  i n  t h a t

o n l y  t h r e e  s t a t e s  a r e  i n v o l v e d ,  t h e  s t a t e  s w i t c h e r  s k e l e t o n  wh i c h  we a l r e a d y



(o) ( 1 )  ( 2 )

- 2 1 -

e n c o u n t e r e d  i n  s e c t i o n  2 . 3 .  i s  d i s p l a y e d  b e l o w  ewe as s ume t h a t  i n  s egment s

2 ,  3 ,  6  a n d  7  b o l d  s y mbo l s  o c c u r ) ,  t o g e t h e r  w i t h  t h e  c o r r e c t  o r  a d m i s s i b l e

i n c o r r e c t  t r a n s i t i o n s  ( d r a wn  a s  a r r o ws  b e t we e n  s t a t e s )  a n d  t h e  c o r r e s p o n d i n g

e r r o r  -
v a l u e
s .  
W h
e r
e  
t
w
o  
t r
a n
s i
t i
o n
s  
c
o
m
e  
t
o
g
e
t
h
e
r
,  
o
n
e  
o
f  
t
h
e
m  
i
s  
d
r
a
w
n  
a
s
a
n  
a
r
r
o
w

w i t h  a  w h i t e  h e a d ,  i n d i c a t i n g  t h a t  t h e  p a r t i a l  i n t e r p r e t a t i o n  c o r r e s p o n d i n g  t o

t h e  o t h e r  t r a n s i t i o n  ( d r a wn  w i t h  a  b l a c k  h e a d )  i s  mo r e  p r o fi t a b l e .  T h e  p a r t i a l

e r r o r  v a l u e s  a r e  d i s p l a y e d  i n  i t a l i c  f o n t .  B y  f o l l o w i n g  t h e  b l a c k - h e a d e d  a r r o ws
bac k  f r o m  t h e  fi n a l  s t a t e  n e u t r a l ,  t h e  o p t i m a l  i n t e r p r e t a t i o n  i s  o b t a i n e d .

n e u t r a l  0

#

(3) ( 4 )  ( 5 )  ( 6 )  ( 7 )

There  i s ,  h o we v e r ,  o n e  p r o v i s o .  A l t h o u g h  t h e  i n t e r p r e t a t i o n  o b t a i n e d  i s

c e r t a i n l y  o p t i m a l  among t h e  l o c a l l y  a d m i s s i b l e  i n t e r p r e t a t i o n s ,  t h e r e  i s  n o

guaran t ee  a t  a l l  t h a t ,  a s  a  -
w h o l e ,  i t  
i s  
a d m i s s i b l e .  
T h e r e f o
r e ,  
i t  
i s  
n e
-

c es s a ry  t o  s l i g h t l y  amend t h e  p r o c e s s  s k e t c h e d  abov e .

.  - a d m i s s i b i l i t y

10
.
16   
5   
8  
0

0
.
1
6
n
e
u
t
r
a
l

0 0
8 8

We d e fi n e  t h e  n o t i o n  " E - a d m i s s i b l e "  f o r  p a r t i a l  i n t e r p r e t a t i o n s  i n  t h e

f o l l o w i n g  way :

L e t  P  b e  a  p a r t i a l  i n t e r p r e t a t i o n ,  a s s i g n i n g  s t a t e s  t o  t h e  s egment s  0  t o

P i s  E - a d m i s s i b l e  ( f o r  s h o r t :  P  A d m . ( ) )  i f

i ,  a l l  t r a n s i t i o n s  o f  P  a r e  e i t h e r  c o r r e c t ,  o r  a d m i s s i b l e  i n c o r r e c t

t r a n s i t i o n s ,

S



( 0 )
( b1 )  Adm ( n e u t r a l )  -  I0 n eut r a l 1.

- 2 2 -

P a s s i g n s  t h e  s t a t e  n e u t r a l  t o  s egmen t  0  a n d  E t o  s egmen t  i ,  a n d

i i i .  t h e r e  d o e s  n o t  e x i s t  a n o t h e r  p a r t i a l  i n t e r p r e t a t i o n  Q s a t i s f y i n g

( i )  a n d  ( i i ) ,  a l l  o f  whos e t r a n s i t i o n s  a r e  e i t h e r  c o r r e c t ,  o r  a r e

t h e  s ame a s  t h e  c o r r e s p o n d i n g  t r a n s i t i o n  o f  P .  ( We  s a y  t h a t  s u c h
a Q  " r u l e s  o u t "  P . )

We c a n  o b s e r v e  s ome f a c t s ,  e x p r e s s e d  i n  t h e  f o r m  o f  a
Lemma:

(a )  F o r  a  ( t o t a l )  i n t e r p r e t a t i o n  I ,  t h e  n o t i o n s  ' a d m i s s i b l e "  a n d  m (neutral) 0. " n e u t r a l -0a d mi s s i b l e "  c o i n c i d e .  Co n s e q u e n t l y ,  A d
n

(b2 )  F o r  E  0  n e u t r a l ,  A d m
o
( E )  =  0 .

( i )

( c )  I f  Q ( E
1
)  T .  
- - -  
A d m
i
( E ) ,  
t h
e
n  
Q
( E
1
)  
c  
A
d
m
.
1  
z

(d )  I f  P  i s  r u l e d  o u t  f r o m  E - a d m i s s i b i l i t y  b y  s ome Q  ( n o t  n e c e s s a r i l y

E - a d mi s s i b l e  i t s e l f ) ,  t h e n  t h e r e  e x i s t s  a  E - a d m i s s i b l e  R  r u l i n g  o u t  P .

(e )  I f  P ( E
1
)  e  
A d m .
1  
( E
1
)  
a n
d  
T
.  
i
s  
a  
c o
r r
e c
t  
t r
a n
s i
t i
o n  
i
n  
t
h
e  
c
o
n
t
e
x
t  
o
f

1 -  1
( i - 1 )  ( i )  ( i )
- - - - -  T .  t h e n  P ( E
1
)  T .  - - -  
A d m .
( E ) .

Ey 1  E  1  E  1

P r o o f  o f  ( c ) :  ( i )
From a n y  R r u l i n g  o u t  Q ( E
1
)  w e  c a n  
c o n s t r u c t  
R T .
'
,  
o u
t

( i )  1  E
Q ( E
1
)  
T
.  
-
-
-

1 z

P r o o f  o f  ( d ) :

F i r s t ,  o b s e r v e  t h a t  " t o  r u l e  o u t "  i s  a  t r a n s i t i v e  r e l a t i o n s h i p .  M o r e -

o v e r ,  i f  Q r u l e s  o u t  P ,  t h e n  t h e  n u mb e r  o f  i n c o r r e c t  t r a n s i t i o n s  i n  Q i s

l e s s  t h a n  t h a t  i n  P .  T h e r e f o r e ,  a  s equenc e  o f  p a r t i a l  i n t e r p r e t a t i o n s

P,  Q ,  Q
1
,  
Q " ,  
. .
. ,  
e
a
c
h  
r
u
l
e
d  
o
u
t  
b
y  
t
h
e  
n
e
x
t
,  
m
u
s
t  
h
a
v
e  
a  
f
i
n
i
t
e  
l
e
n
g
t
h

( i n  f a c t ,  c a n n o t  e x c e e d  t h e  n u mb e r  o f  i n c o r r e c t  t r a n s i t i o n s  i n  P  b y  mo r e

t h a n  o n e ) .  C o n s i d e r  s u c h  a  s equenc e  o f  ma x i ma l  l e n g t h  P ,  Q ,  Q
1
,  Q
1 1
,  Q
( n )

( t h a t  i s ,  n o  Q ( n i - 1 )  e x i s t s  r u l i n g  o u t  Q  ( n ) ) .  Th e n ,  Q ( n )  i s  s u c h  a n  R a s  we

were  l o o k i n g  f o r .
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#

- 2
3 -
-

P r o o f  o f  ( 0 1
( i )  ( i )

Suppose P ( E ! )  T .  - - -  A d m . ( ) ,  s o  t h a t  s ome Q ( E " )  T .  - - -  r u l e s  o u t
( i )  1  1  1  E

p U t p l i .
-
- - - .
1 \ T o w ,
a s s u m
e T . O T !
.  
F
r
o
m  
t
h
e  
d e
fi n
i t
i o
n  
o
f  
"
r
u
l
i
n
g  
o
u
t
"  
w
e

1 E  1
d o r i v e t h e c o r r e c t n e s s c f T ! . S o w e h a v e T . O T !  ,  T .  i s  c o r r e c t  a n d  T !  i s1
c o r r e c t ,  s i mu l t a n e o u s l y .  Ho we v e r ,  f o r  t wo  d i f f e r e n t  t r a n s i t i o n s  t o  y i e l d

one a n d  t h e  s ame n e w s t a t e  E ,  i t  i s  n e c e s s a r y  t h a t  o n e  o f  t h e m b e  a  t r a n s i -

t i o n  n e u t r a l  ÷  n e u t r a l  a n d  t h e r e f o r e  i n c o r r e c t ,  w h i c h  y i e l d s  a  c o n t r a d i c t i o n .

E v i d e n t l y ,  t h e  a s s u mp t i o n  was  i n c o r r e c t :  T
i  =  T i .  B u t  
t h e n ,  Q
( E " )  
a l o n e

a l r e a d y  r u l e s  o u t  P ( E
!
) ,  
c o n t r a d i c t i
n g  P
( V )  
E  
A d m
i
_
1
( E
!
) .

C i v e n a p a r t i a l i n t e r p r e t a t i o n P . ( E )  a n d  s ome s t a t e  E
*
,  w e  c a n  i n f o r -m a l l y  d e fi n e  t h e  " c o mp a n i o n  i n t e r p r e t a t i o n "  o f  P

i
( E )  c o r r e s p o n d i n g  
t o  E
*

t h u s :  f o l l o w ,  i n  a  d i a g r a m i n  wh i c h  P
i
( E )  i s  g i v e n  
b y  a  
p a t h  
a n d  
i n  
w h i c h

t h e  c o r r e c t  t r a n s i t i o n s  a r e  i n d i c a t e d ,  t h e  c o r r e c t  t r a n s i t i o n s  b a c k wa r d s

s t a r t i n g f r o m t h e s t a t e E * a t t h e i - t h s e g m e n t , u n t i l P . ( E )  i s  me t ,  a n d

t h e n  c o n t i n u e  a l o n g  P
i
( E ) .  T h e  
p a r t i a l  
i n t e r p r
e t a t i o n  
t h
u s  
o b t
a i n
e d  
i
s  
t
h
e

c ompanion i n t e r p r e t a t i o n  s o u g h t  f o r .  F o r  e x a mp l e ,  i n  t h e  f o l l o w i n g  d i a g r a m

(o)- ( 2 )  ( 3 )  ( 4 )  ( 5 )  ( 6 )  ( 7 )# #

n e u t r a l — o .  e u t r a l  e u t r a l  n e u t r a l  n e u t r a l  n e u t r a l

i n  wh i c h  a n  i n t e r p r e t a t i o n  P
6  ( )  i s  
i n d i c a t e d  
b y  
a  
p a t h  
o f  
b o l
d  
a r r o
w s ,  
w
e

can o b t a i n  i t s  c o mp a n i o n  i n t e r p r e t a t i o n s  c o r r e s p o n d i n g  t o  n e u t r a l  a n d  a s

d i s p l a y e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  d i a g r a m:



c o m
E
* ( P
i
( E )
)  
=

comz*(Pi ( ) )  =

-2 4 -

(0) ( 1 )  ( 2 )  ( 3 )  ( 4 )  ( 5 )  ( 6 )  ( 7 )

n e u t r a l  n e u t r a l  n e u  1 . . - • n e u t r a l  n e u t r a l  n e l l t r a l  n e u t r a l
esew

#

c ompanion i n t e r p r e t a t i o n  o f  P
6  ( )  
c o r r e s p o n d i n g  
t o  
#

c ompanion i n t e r p r e t a t i o n  o f  P
6  ( )  
c o r r e s p o n d i n g  
t o  
n e u t r a
l

Such a  c ompan i on  i n t e r p r e t a t i o n  n e e d  n o t  a l wa y s  e x i s t ,  s i n c e  f o l l o w i n g  t h e

c o r r e c t  t r a n s i t i o n s  bac k wa rds  may  e i t h e r  b r i n g  o n e  t o  a  p o i n t  t o  wh i c h  n o

c o r r e c t  t r a n s i t i o n  l e a d s ,  o r  t h e  p a t h  t h u s  o b t a i n e d  may  n e v e r  me e t  t h e  g i v e n

p a r t i a l  i n t e r p r e t a t i o n .

Fu r t h e r mo r e ,  i t  i s  p o s s i b l e  t o  d i s t i n g u i s h  t wo  t y p e s  o f  c ompan ion  i n -

t e r p r e t a t i o n s ,  i n  t h a t  o n e  may  o r  may  n o t  r e q u i r e  t h a t  t h e  l a s t  t r a n s i t i o n

o f  t h e  c o mp a n i o n  i n t e r p r e t a t i o n  i s  a  c o r r e c t  o n e .  ( T h i s  g i v e s  a  d i s t i n c t i o n

o n l y  i f  E  =  E
*  a n d  
t h e  
l a s
t  
t r a n
s i t i
o n  
o
f  
P
i
( E
)  
i
s  
i n
c o
r r
e c
t .
)  
I
t  
i
s  
p
o
s
-

s i b l e  t o  g i v e  a  more  f o r m a l  d e fi n i t i o n ,  b y  means  o f  mu t u a l  r e c u r s i o n :

P
i
(
E
)
i
f  
E
*  
=  
E

ComE * ( P . ( E ) )  o t h e r w i s e

s
%

1

( i )
i f  P . ( E )  =  P .  ( E t )  T .  a n d  t h e r e  e x i s t  E
* *

1 1 - 1  1  E

and TT -  1 1 2 1 ?
)
t h e n a s
e  
u n i q u e
l y  
d e t e r
m i n e
d  
-

such t h a t  T !  -
V
-  i s  Q ,  
c o r r e c t  
t r a n s i
t i o n ,

E ( 1 )
t h e n  c om *
*
( P .  ( E
t
) )  
T
!  
- -
- ,  
a
n
d
,  
o t
h e
r w
i s
e ,

E 1 -  1  E *u n d e fi n e d .



I t  i s  n o w p o s s i b l e  t o  s t a t e  t h e

Companion Theo r em:
( i )

L e t  P .  ( E ' )  c  Adm.  ( E l )  a n d  P .  ( E ' )  T .  A d m . ( ) .
(
1

1-1 1 - 1  .
) 1 - 1  1  E

Then C o m
z
( P
i
_
1
( E
1
)  T
i  
7
)  
i
s  
d e
fi n
e d  
a
n
d  
r
u
l
e
s  
o
u
t  
P
i
_
1
( E
' )  
T
i

P r o o f :
( i )

Le t  P .  ( 7
1
)  T .  
- - -  
b
e  
w r
i t t
e n  
a
s

1-1 1  E

(0 )  ( 1 )  ( i - 1 )  ( i )

E 1  E  •  E .0 1  1 - 1
( i )

and l e t  t h e  p a r t i a l  i n t e r p r e t a t i o n  r u l i n g  o u t  P
i
_ ( E l )  T .  - - -  
b e  w r i t t e n  
a s

E

(o) ( 1 )  ( i . - 1 )  ( i )-  T * -  -E;  ; • *  T .1 E 1 E .  1  E .0 1 - 1

E
*
=
E
.
,
b
u
t
E
!
-
O
E
.
,
s
i
n
c
e
,
o
t
h
e
r
w
i
s
e
,
P
.
(
E
'
)  
w
o
u
l
d  
b
e  
r
u
l
e
d  
o
u
t  
b
y

1-1 1 . - 1  1 - 1

( 0 )  ( 1 )  ( 1 - 1 )
E- ; -  T * 1 E  -;- E !

0 1  1 - 1

- 2
5 -

( i
)

Co n s e q u e n t l y ,  T !  T . .  O n  t h e  o t h e r  h a n d ,  E
*  =  E  ( =  
n e u t r a l ) ,  
s o  
t h e r e  
m u s t

1 1  0  0

e x i s t  a  ma x i ma l  m,  0  <  m < i ,  s u c h  t h a t  E
*  =  E m .  
F r o m  ( e )  
w e  
d e r i v e  
t h e

in
i n c o r r e c t n e s s o f T . . O n  t h e  o t h e r  h a n d ,  a c c o r d i n g  t o  t h e  d e fi n i t i o n  o f  r u l i n g* I
o u t ,  T .  mu s t  b e  c o r r e c t .  A l s o ,  f o r  in<  n  <  i ,  T
*  m u s t  b e  c o r r e c t ,  
s i n c e ,

1 n

o t h e r w i s e ,  we  w o u l d  h a v e  T
*  =  T  a n d ,  
t h e r e f o r e
,  E
*  
=  
E
n
,  
c o n t r a
d i c t i n
g  
t h
e

nn n
ma x i ma l i t y  o f  m.  T h e r e f o r e ,  t h e  f o l l o w i n g  p a r t i a l  i n t e r p r e t a t i o n

(0 )  ( 1 )  ( m - 1 )  ( m )  ( m 4 . 1 )  ( i - 1 )  ( i )
T T
*

T!  - ; -
0 1  E 1 E m-1 m  E =E *  n1+1  E *m m  m - 1 - 1  1 - 1  11 E .

( i )
s erv es  e q u a l l y  w e l l  t o  r u l e  o u t  P
i . . . 1
(  ' )  .  
B u t  
t h i s  
i s  
e x a c t l
y  
t h e

( i )
ic ompanion i n t e r p r e t a t i o n  Com ( P .  1 ( E ' )  T .  - - - ) ,  a s  i s  e a s i l y  o b s e r v e dE 1 -  1  E

by  i n s p e c t i o n  o f  t h e  d e fi n i t i o n  o f  Corn,



2 . 4 . 4 . 4 .  E n s u r i n g  a d m i s s i b i l i t y

-26-

We a r e  n o w i n  a  p o s i t i o n  t o  d e s c r i b e  t h e  amendment  t o  t h e  p r o c e s s :

When i t  h a s  t o  b e  d e c i d e d  f o r  s ome P . ( E )  w h i c h  o f  t wo  c a n d i d a t e s
( i ) ( i )  1

P.( E
1
)  
T
.  
-
-
-  
a
n
d  
P
.  
(
E
"
)  
T
!  
i
s  
c
h
o
s
e
n
,  
t
h
e
n
,  
b
e
f
o
r
e  
t
h
e
i
r  
e
r
r
o
r

1-1 1  E  1 - 1  1  E
v a l u e s  a r e  c o mp a r e d ,  a  t e s t  i s  made t o  s e e  i f  o n e  c a n d i d a t e ,  s ay  C,  i s  r u l e d

ou t  b y  C o m
E
( C ) ,  
i n  
w h i
c h  
c a
s e  
o n
l y  
t
h
e  
o
t
h
e
r  
c a
n d
i d
a t
e  
i
s  
r
e
t
a
i
n
e
d
.  
W
e  
s
h
a
l
l

show t h a t ,  f o r  e a c h  i  f r o m  0  t o  n ,  t h e  s e t  o f  p a r t i a l  i n t e r p r e t a t i o n s  o f  t h e

s egment s  0  t o  i  t h u s  o b t a i n e d  c o n t a i n s  f o r  e a c h  s t a t e  E  a  p a r t i a l  i n t e r p r e -

t a t i o n  P
i
( E )  
A d m
i
( E ) ,  
p r
o v
i d
e d  
o
f  
c
o
u
r
s
e  
t
h
a
t  
A
d
m
.
(
)  
0
.

I t  h a s  t o  b e  s hown :

(A) t h a t ,  f o r  i  =  0 ,  t h e  s e t ' o f  p a r t i a l  i n t e r p r e t a t i o n s  f u l fi l s  t h e  a b o v e

r e q u i r e me n t  a n d

(B) t h a t ,  f o r  i  >  1 ,  i t  i s  p o s s i b l e  t o  c o n s t r u c t  f r o m  s u c h  a  s e t  i P
i
_
1
( E ) 1

a n e w s e t  { P . ( E ) } ,  a l s o  f u l fi l l i n g  t h e  r e q u i r e m e n t ,  s u c h  t h a t  a l l  o f,

i t s e l e m e n t s a r e c o n t i r r u a t i o n s o f s o m e e l e r n e n t o f f p . 1 ( E ) T ,  i . e . ,  i f

A d m . ( E ) 0 0 , t h e n P .
1 ( E
1
)  T .  
- - -  
A d m .
( )  
f o
r  
s o
m e  
E
l  
a
n
d  
s o
m e  
t r a
n s i
t i o
n

1 -  1  E
T. .1
Fr o m ( A )  a n d  ( B ) ,  t o g e t h e r  w i t h  t h e  Co mp a n i o n  Th e o r e m,  t h e  c l a i m  t h e n

f o l l o w s .  F o r  s u p p o s e  t h a t  P
i
( E )  h a s  
b e e n  
c o n s t r u c t e
d  
b y  
t h e  
p r o c
e s s  
a
s  
t h
e

one a n d  o n l y  c o n t i n u a t i o n  o f  s ome P
i
_
1
( E
1
)  l e a d i n g  
t o  
t h e  
s t a t e  
E .  
A c c o r d i
n g

t o  ( B ) ,  s ome E - a d m i s s i b l e  c o n t i n u a t i o n  e x i s t s ;  s o ,  a s  t h e r e  i s  o n l y  o n e  c o n -

t i n u a t i o n ,  i t  mu s t  b e  E - a d m i s s i b l e .  I f ,  o n  t h e  o t h e r  h a n d ,  P
i
( E )  h a s  b e e n
c hos en f r o m  t wo  c a n d i d a t e s ,  t h e n  t h e s e  h a v e  b e e n  t e s t e d  a g a i n s t  t h e i r  c o m-

p a n i o n  i n t e r p r e t a t i o n  Co m
E  ,  s o  
t h a t ,  
i f  
t h e y  
h a v e  
b e e
n  
r e t a i
n e d ,  
t h
e y  
a r
e ,

a c c o r d i n g  t o  t h e  Compan ion  Theo r em,  E - a d m i s s i b l e .

P r o o f  o f  ( A ) :

We h a v e  t o  s h o w:  i f  A d mo( E )  0 ,  t h e n  P o( E )  A d m o( E ) .  T h i s  f o l l o w s
d i r e c t l y  f r o m  t h e  i n i t i a l  v a l u e  o f  t h e  s e t  o f  p a r t i a l  i n t e r p r e t a t i o n s ,

(0 )
1
-
-
"
-
-
-
-
1  
c
o
m
b
i
n
e
d  
w
i
t
h  
t
h
e  
f
a
c
t
s  
(
b
l
)  
a
n
d  
(
b
2
)  
o
b
s
e
r
v
e
d  
a
b
o
v
e
.

n e u t r a l

P r o o f  o f  ( B ) :

Assume t h a t ,  f o r  s ome E ,  A d m . ( )  0 .  A d m. ( E )  c o n t a i n s  a t  l e a s t  o n e
1
ie l e me n t ,  w h i c h  c a n  b e  w r i t t e n  a s  Q ( E ' )  T .  (  - ) -- .  F r o m  ( c ) ,  we  s e e  t h a tE
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Q ( E ' )  a  Adm.  ( E
!
) .  A d m .  
( E ! )  
0 ,  
s
o  
t h
e r
e  
e x
i s t
s ,  
b
y  
h y p
o t h
e s i
s ,

1-1 1 - 1  ( i )
a P .  ( E ! )  a  Adm.  ( E
1
) .  I f  
P .  
( E t )  
T .  
- - -  
A d
m  
(
E

1-1 1 - 1  1 - 1  1  E i
( i )

a l l o p o s e t h e r e f o r e P - W P T .
- - -
5
1
- A d r a - ( ) .  B y  
( d ) ,  
t h i s  
i m p l i e
s  
t h e

1-1 ( i )  1

e x i s t e n c e o f a C E " ) T !
- - -
a A d m . M , r u l i n g o u t P
.
1 - 1
( E !
)  
T .  
- - -

1 E   1

Now,  c l e a r l y ,  T
i  a n d  
T 1  
a r e  
t w o  
d i f f
e r e n
t  
t r a n
s i t i
o n s ,  
s
i
n
c
e  
o t
h e
r w
i s
e

( i )
Q ( " ) a l o n e w o u l d a l r e a d y r u l e o u t  P . ( E
1
) .  S i n c e  Q ( E " )  
T !  - - -  
r u l e s

1-1 E
( i )

ou t  P . 1  ( E t )  T .  T !  mu s t  b e  a  c o r r e c t  t r a n s i t i o n ,  a c c o r d i n g  t o  t h e1 -  1  E  1
d e fi n i t i o n  o f  " r u l i n g  o u t " .  No w,  a g a i n  a p p l y i n g  ( c )  a n d  t h e  h y p o t h e s i s ,

We i n f e r  t h e  e x i s t e n c e  o f  a  P 1  i - 1( E " )  E  Adm ( E " ) .  U s i n g  ( e ) ,  we  c a n .i -
( i )

c o n s t r u c t  P .  ( E " )  T !  a  A d m. ( E ) .1-1 1  E  1

d e fi n e d  ( o r ,

i f  a n d  o n l y
where  0 '  i s
( i - 1 )  ( i )

z
*  
T
i

The p r o o f  o f  t h i s  i s  l e f t  t o  t h e  r e a d e r .

we a r e  d o n e .

(i )

By e n s u r i n g  t h e  a d m i s s i b i l i t y  o f  t h e  i n t e r p r e t a t i o n  o b t a i n e d ,  we  h a v e ,

a t  t h e  s ame t i m e ,  l o s t  t h e  g u a r a n t e e  t h a t  t h e  r e s u l t  w i l l  b e  o p t i m a l .  T h i s

l o s s ,  h o we v e r ,  d o e s  n o t  w o r r y  u s :  s u b - o p t i m a l i t y  c a n  b e  s h o wn  t o  o c c u r  o n l y

as a  c ons equenc e o f  h a v i n g  a  n o n - v a n i s h i n g  e r r o r  v a l u e  f o r  b o l d  s y mb o l s

w i t h i n  i t e m  s equenc es ;  s e t t i n g  t h e s e  v a l u e s  e q u a l  t o  z e r o  r e s t o r e s  t h e

gua ran t eed  o p t i m a l i t y .  S i n c e  t h e  e r r o r  v a l u e  i n  q u e s t i o n  h a s  b e e n  c hos en

s ma l l  c ompa red  t o  t h e  o t h e r  e r r o r  v a l u e s ,  a  s u b - o p t i m a l  r e s u l t ,  i f  a t  A l l ,

can o n l y  b e  s o  b y  a  r e l a t i v e l y  s m a l l  a mo u n t .

I n  o r d e r  t o  b e  a b l e  t o  t e s t  t h e  c a n d i d a t e s  a g a i n s t  t h e i r  c o mp a n i o n

i n t e r p r e t a t i o n s ,  i t  i s  u n n e c e s s a r y  t o  k e e p  t h e  Com * ( P . ( 0 ) ,  w h i c h  wo u l d  b eE 1
c umbers ome,  o r  e v e n  i n f o r m a t i o n  a l l o w i n g  t h e i r  r e c o n s t r u c t i o n .  I n s t e a d ,

i t  s u f fi c e s  t o  r e me mb e r ,  f o r  e a c h  p a i r  ( E
*
,  E
!
) ,  w h e t h e r  
c o m E -  
p ( P .  
1 - 1  
( E ! ) )  
i s

( i )
f o r  s h o r t ,  wh e t h e r  d e f
1 ( E
*
, P ) ) .  
T h e n ,  
P
( E ' )  
T
i  
A d m
i
( E )

i f T . i s a c o r r e c t t r a n s i t i o n o r d e f . ( E
*
,  E I )  d o e s  
n o t  h o l d

1-1
t h e  s t a t e ,  i f  a n y ,  s u c h  t h a t  T .  i s  c o r r e c t  i n  t h e  c o n t e x t



2. 5 .  A t  e x a mp l e

The p r o g r a m g i v e n  b e l o w  i s  e x a mp l e  1 1 . 1 2  f r o m  t h e  R e p o r t ,  i n  wh i c h
t h r e e  e r r o r s  h a v e  b e e n  made:

i n  l i n e  1 6  a n  0  h a s  b e e n  i n s e r t e d  b e f o r e  t h e  c l o s e
-
s y m b o l ;i n  l i n e  2 5  a  "  has  b e e n  i n s e r t e d  b e t we e n  t h e  o  a n d  t h e  r ;

i n  l i n e  3 8  .  " 3  h a s  b e e n  c h a n g e d  i n t o  0  1 0 .
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A f t e r ,  a s  a  r e s u l t  o f  t h e  t r e a t m e n t  o f  t h e  s t a t e  a w i t c h e r s ,  s t a t e s  h a v e

been a s s i g n e d  t o  a l l  o f  t h e  s e g me n t s ,  i t  i s  k n o wn  wh i c h  p a r t s  o f  t h e  p r o -

gram a r e  i t e m  s equenc es  a n d ,  c o n s e q u e n t l y ,  w h i c h  b r a c e s  h a v e  t o  b e  d i s r e -

ga rded .  T h e  r e m a i n i n g  b r a c e s  c o n s t i t u t e  t h e  b r a c e  s k e l e t o n .  I t  i s  t h e  t a s k

o f  t h e  a l g o r i t h m  f o r  r e p a i r i n g  t h e  b r a c e  s k e l e t o n  t o  t r y  t o  ma t c h  a s  muc h

as p o s s i b l e  t h e  b r a c e s  a n d  t o  ma r k  t h e  r e m a i n i n g  o n e s .  T h e  c r i t e r i o n  f o r

c ompar i ng  t wo  a l t e r n a t i v e s  w i l l  s i m p l y  b e :  w h i c h  o n e  h a s  t h e  s m a l l e r  n u mb e r

o f  ma rk ed  b r a c e s .

F i r s t ,  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  d e fi n e  m o r e  p r e c i s e l y  when  t wo  b r a c e s  ma t c h .

To b e g i n  w i t h ,  t h e  f o l l o w i n g  p a i r s  o f  b r a c e s  ma t c h :

$ a n d  $  ,  ( /  a n d  / )

( a n d  )  ,  f f a n d j
,begin and end ,  c a s e  and esac

and ]

I n  t h e  c a s e  o f ,  e . g . ,  t h e  b r a c e  1 ,  t h e  p o t e n t i a l  f o r  ma t c h i n g  i s  muc h h i g h e r :

t h i s  b r a c e  i s  a b l e  t o  ma t c h  s i mu l t a n e o u s l y  t o  t h e  l e f t  w i t h  e i t h e r  o f  t h e

b rac es  ( ,  1  a n d  1 : ,  a n d  t o  t h e  r i g h t  w i t h  1 ,  1 :  a n d  ) .  I n  s p i t e  o f  t h i s

s eeming c o m p l i c a t i o n ,  a  s a t i s f a c t o r y  a n d  y e t  s i m p l e  t r e a t m e n t  i s  g i v e n  b y

s y s t e ma t i c a l l y  r e p l a c i n g  1 b y  ) 1 (  a n d  1 :  b y  ) 1 : ( ,  a n d  t h e n  t o  r e q u i r e  t h e

ma t c h i n g  o f  (  a n d  ) ,  a f t e r  wh i c h  1 a n d  1 :  a r e  n o  l o n g e r  c o n s i d e r e d  b r a c e s .

To g i v e  a n  e x a mp l e ,  ( 1 1 : 1 )  mo u l d  b e  r e p l a c e d  b y  (  ) 1 (  ) 1 : (  ) 1 (  ) ,  t h u s

g i v i n g  a  p e r f e c t  ma t c h i n g  o f  b r a c e s .  S i m i l a r l y ,  t h e n  i s  r e p l a c e d  b y  fi

t h e n  i f ,  a n d  s o  o n .  O b v i o u s l y  i n c o r r e c t  s k e l e t o n s ,  s u c h  a s  (  I I  ) o r

e l s e  a r e  n o t  i n d i c a t e d  a s  s u c h  b y  t h i s  a l g o r i t h m ;  t h i s  t a s k  i s  d e l e g a t e d
t o  a  l a t e r  s c a n .

S t i l l  a n o t h e r  c o m p l i c a t i o n  i s  p r e s e n t e d  b y  t h e  b r a c e s  f o r  f r o m  p
a  t ow h i l e  d o .  H e r e ,  t h e  b r a c e  L u

.
,  e . g . ,  m a y  
m a t c h  
t o  
t h e  
l e f t  
w i t
h  
f a
n  
o
r  
f r
o m

o r  may  n o t  h a v e  a  ma t c h i n g  l e f t  b r a c e  a t  a l l .  T o  t h e  r i g h t  i t  may  ma t c h

w i t h  t o ,  w h i l e  a n d  d o .  T h i s  c a s e  i s  h a n d l e d  b y  t h e  i n t r o d u c t i o n  o f  a

v i r t u a l  b r a c e ,  m a t c h i n g  a l : ,  w h i c h  we s h a l l  d e n o t e  h e r e  a s  m f .  U s i n g  t h i s ,

t o ,  e . g . ,  i s  e i t h e r  r e p l a c e d  b y  t o  f a  ( a s  i n  t h e  c o n t e x t  I : t o )  o r  b y  r o f

t o  Lo2:  ( a s  i n  t h e  c o n t e x t  a z i  t o ) .  T h e  fi r s t  p o s s i b i l i t y  h a s  t o  b e  c h o s e n



when. t o  i s  t h e  fi r s t  s y m b o l  o f  a  l o O p ,  t h e  s e c o n d  one  wh e n  i t  i s  n o t  t h e

fi r s t  s y m b o l  ( a n d  i s ,  t h e r e f o r e ,  p r e c e d e d  b y  a  u n i t ) .  F r o m  a  c o n t e x t  f r e e

v e r s i o n  o f  t h e  S y n t a x  i t  was  p o s s i b l e  t o  d e r i v e  me c h a n i c a l l y  t h e  s e t  o f

s y mbols  t h a t  ma y  i mme d i a t e l y  p r e c e d e  a  l o o p :

@

then

esac
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mo d e -in d ica t io n .

1 1 : case

,f21

begin

e is f  e l s e  ;  f r o m
*

LL*

and t h e  s e t  o f  s y mb o l s  t h a t  may  b e  t h e  l a s t  s y mb o l  o f  a  u n i t :

sk ip*  * n i l * ft

ouse o u t  : L I

to* while d o ,

0 . . . 9  t r u e  f a l s e  $  v o i d  e n d  ]  1 )

a.  z

As t h e s e  s e t s  a r e  d i s j o i n t ,  i t  i s  a l wa y s  p o s s i b l e  t o  d e c i d e  i f  t o  s h o u l d  b e  r e --

p l a c e d  b y  t o  f o r  o r  b y  r o f  t o  f o r ,  b y  i n s p e c t i n g  o n e  s y mb o l  i m m e d i a t e l y  p r e -

c e d i n g  t o .  U s i n g  t h e s e  r u l e s ,

f o r  i  t o  10 while  t o  3  do wh ile  b  do s ;  c  do t  i s  replac ed by—  _
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s hare  w i t h  s t a t e  s w i t c h e r s  t h a t  o p e n i n g  b r a c e  a n d  c l o s i n g  b r a c e  h a v e  o n e  s ame

r e p r e s e n t a t i o n .  S i m i l a r  t o  q u o t e
-
s y m b o l s ,  i t  
i s  
s o m e t i m e s  
p o s s i b l
e  
t o  
d e t e r
-

mine  f r o m  t h e  c o n t e x t  wh e t h e r  a  g i v e n  f o r m a t t e r
-
s y m b o l  i s  a n  
o p e n i n g  
b r a c e  
o r

a c l o s i n g  b r a c e .  I n  f a c t ,  t h e r e  a r e  o n l y  t h r e e  c o n t e x t s  i n  wh i c h  i t  i s  n o t

p o s s i b l e  t o  d e t e r m i n e  t h e  n a t u r e  o f  t h e  f o r m a t t e r
-
s y m b o l :  , $ ,  „ $
-
/
-  a n d

Th i s  i s  d u e  t o  t h e  f a c t  t h a t  a  c o l l e c t i o n  may  b e  e mp t y ;  i f  t h i s  we r e  n o t  t h e

c as e,  t h e  d e c i s i o n  c o u l d  a l wa y s  b e  made.

Thes e s y mb o l s  a p p e a r  h e r e  d u e  t o  t h e  f a c t  t h a t  t h e  c o n t e x t  f r e e  v e r s i o n

encompasses  a  s omewhat  l a r g e r  l a n g u a g e .
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Let A  s t a n d  f o r  t h e  s e t  o f  symbo ls t h a t  may be  t h e  b e g in n in g  o f  a  c o l l e c t i o n -

l i s t ,  b u t  w i t h  t h e  e xce p t io n  o f  t h e  co mma
-
,  p l u s
-
,  m i n u s
-
s y m b o l ,  
s i n c e  
t h e s e

may a l s o  imme d ia t e ly  f o l l o w  a  f o r m a t
-
d e n o t a t i o n .  S o

A =  b ,  c ,  d ,  f ,  g ,  k ,  1 ,  n ,  p ,  s ,  t ,  x ,  y ,  z ,  0 . . . 9 ,  ( ,  " 1 .

Le tV  s t a n d  f o r  t h e  s e t  o f  symbo ls t h a t  may be  t h e  end  o f  a  c o l l e c t i o n
-
l i s t ,bu t  w i t h  t h e  e xce p t io n  o f  t h e  c o m m a
-
s y m b o l ,  w h i c h  
m a y  
a l s o  
i m m e d i a t e l
y

precede a  f o rma t -d e n o t a t io n .  S o

V =  f a ,  b ,  d ,  g ,  k ,  1 ,  p ,  t ,  x ,  y ,  z ,  . , ) ,  end, esac , fi " 1 .

Let A  s t a n d  f o r  t h e  s e t  o f  symbo ls t h a t  may n o t  b e  t h e  b e g in n in g ,  a n d ,
f o r  t h e  s e t  o f  symb o ls t h a t  may n o t  be  t h e  end  o f  a  c o l l e c t i o n
-
l i s t .S o A u A u f , ,  + ,  -
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u l f u l
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, 1 =  
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$ A  o r  $  ( e . g . ,  $ t  o r  4 ) ,  t h e n  $  mu st  be  a n  open ing  b ra ce .  I f  we have

V $  o r  $  A  ( e . g . ,  ) $  o r  $ . ; ),  t h e n  $  must  be  a  c l o s in g  b ra ce .  I f  n e i t h e r
h o ld s,  t h e n  we mu st  have  one o f  t h e  t h re e  u n d e te rmin a b le  ca se s men t ioned

above; i f ,  o n  t h e  o t h e r  hand ,  b o t h  p o s s i b i l i t i e s  h o l d  (a s  i n  ) $ i ) ,  t h e n
the so u rce  t e x t  co n t a in s  a n  e r r o r .

3.1. Th e  a l g o r i t h m

A c o r re c t  b ra ce  ske le t o n ,  i . e . ,  o n e  i n  wh ich  a l l  b ra ce s ma tch  p ro p e r-
l y ,  ca n  be  c h a ra c t e r iz e d  a l g o r i t h m i c a l l y :

S t a r t  w i t h  an  emp ty s t a c k .  Scan  t h e  b ra ce s f r o m  l e f t  t o  r i g h t .  Upon me e t in g
an open ing  b ra ce ,  i t  i s  p u t  o n  t h e  s t a c k .  When a  c l o s i n g  b ra ce  i s  n e t ,  i t

matches t h e  b ra ce  o n  t o p  o f  t h e  s t a c k  (o t h e rwis e  t h e  b ra ce  s k e le t o n  was

in c o r re c t )  a n d  t h a t  b ra ce  i s  "ma tched  away" ,  i . e . ,  removed  f ro m th e  s t a c k

top. A f t e r  h a v in g  p rocessed  a l l  b ra ce s,  t h e  s t a c k  i s  a g a in  emp ty.  T o  g iv e
an example  (wh e re  t h e  d o t t e d  l i n e  i n d i c a t e s  a  ma tch ):

end



An a l t e r n a t i v e  wa y  o f  v i e w i n g  t h i s  c a n  b r i n g  t h e  n o t i o n  o f  " c o r r e c t

b rac e  s k e l e t o n "  i n  a  f r a me wo r k  q u i t e  s i m i l a r  t o  t h a t  e mp l o y e d  f o r  d e a l i n g

w i t h  s t a t e  s w i t c h e r s :  T h e  s t a c k s  a r e  s t a t e s  t h a t  a r e  a s s i g n e d  t o  t h e  s e g -

ment s  b e t we e n  t h e  b r a c e s .  F o r  a  c o r r e c t  p r o g r a m,  i t  i s  p o s s i b l e  t o  a s s i g n

t hes e  s t a t e s  i n  s u c h  a  way  t h a t  t h e  fi r s t  a n d  t h e  l a s t  s e g me n t  a r e  n e u t r a l

( i . e . ,  h a v e  a n  e mp t y  ' S t ac k )  a n d  t h a t  a t  e a c h  b r a c e  we  h a v e  a  c o r r e c t  t r a n -

s i t i o n ,  i . e . ,  i f  t h e  b r a c e  i s  a n  o p e n i n g  b r a c e  t h e  n e w s t a t e  c o n s i s t s  o f

t h e  o l d  s t a t e  w i t h  t h a t  b r a c e  p u t  o n  t o p ,  a n d  i f  i t  i s  a  c l o s i n g  b r a c e ,  t h e

o l d  s t a t e  c o n s i s t s  o f  t h e  n e w s t a t e  w i t h  t h e  ma t c h i n g  o p e n i n g  b r a c e  p u t  o n

t o p .

The d e fi n i t i o n ,  d e r i v e d  f r o m  t h a t  o f  " r e p a i r i n g "  a s  g i v e n  i n  t h e  i n t r o -

d u c t i o n ,  i s :  a n  a d m i s s i b l e  i n c o r r e c t  t r a n s i t i o n  i s  o n e  i n  wh i c h  t h e  o l d  a n d

t h e  n e w s t a t e s  a r e  e q u a l .  I n  t h i s  wa y ,  t h e  e x a mp l e  g i v e n  t h e r e  w o u l d  b e
t r e a t e d  a s  f o l l o w s :

3 .
1
.
1
.  
2
1
1
a
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_
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1
T
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2
.
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.I t  i s  p o s s i b l e  t o  d e r i v e  f r o m  t h i s  d e fi n i t i o n  a  r e p a i r i n g  a l g o r i t h m  i n

an o b v i o u s ,  s t r a i g h t f o r w a r d  way :  t h e  a l g o r i t h m  mus t  g r o w ,  w h i l e  s c a n n i n g  t h e

b r a c e  s k e l e t o n  f r o m  l e f t  t o  r i g h t ,  a  t r e e  whos e  nodes  a r e  s t a t e s  ( i . e . ,

s t a c k s ) ,  s u c h  t h a t  e a c h  p a t h  f r o m  t h e  r o o t  o f  t h e  t r e e  t o  a  t e r m i n a l  node i s

a p a r t i a l  i n t e r p r e t a t i o n .  B u t  t h e n ,  u p o n  me e t i n g  a n  o p e n i n g  b r a c e ,  t h e  a l -

g o r i t h m wo u l d  hav e  t o  g r o w  f r o m e a c h  t e r m i n a l  n o d e  t w o  b r a n c h e s :  o n e  wh e r e  t h e

o p e n i n g  b r a c e  i s  p u t  o n  t o p  o f  t h e  l a s t  s t a t e ,  a n d  o n e  wh e r e  i t  i s  d i s -

r e g a r d e d .  T h e  f o l l o w i n g  e x a mp l e  s hows  t h e  d o u b l i n g  o f  t h e  n u mb e r  o f  s t a t e s

t h a t  wo u l d  t h u s  o c c u r  a t  e a c h  o p e n i n g  b r a c e :



begin
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Th is i s  v e r y  i m p r a c t i c a l  s in c e ,  i n  s t r i k i n g  c o n t ra s t  t o  t h e  s t a t e  s w i t c h e r

case, t h e  number o f  p o t e n t i a l  s t a t e s  i s  u n l i m i t e d  ( i n s t e a d  o f  b e in g  e i g h t ) ,

so t h e re  i s  n o  hope o f  a p p ly in g  h e re  t h e  s imp le  dynamic p rog ramming  approach.

Th e re fo re ,  o p e n in g  b races w i l l  a lwa ys b e  p u t  o n  t o p  o f  t h e  s t a c k .  A  s t a ck

w i t h  t h re e  b ra ce s ,  s a y ,  re p re se n t s  e i g h t  s t a t e s  a t  o n ce ,  one  f o r  each o f  t h e

p o ss ib le  co mb in a t io n s o b t a in a b le  b y  d e l e t i n g  none u p  t o  a l l  o f  t h e  c e l l s .  I n

the above examp le ,  t h e  t r e e  t o  be g rown  becomes l i n e a r :



begin

b u t  i t s  mean ing ,  i n  t e rn s  o f  s t a t e s ,  i s  s t i l l  t h e  same a s  t h a t  o f  t h e  f o rk e d

t re e  above. Th e  t a s k  o f  d isco ve r in g  t h a t  one  o r  more c e l l s  o f  a  s t a c k  sh o u ld

be d e le t e d ,  i s  postponed  and d e le g a te d  t o  t r a n s i t i o n s  i n v o l v i n g  c l o s i n g

b races.  Co n s id e r,  e . g . ,  t h e  f o l l o w i n g  s i t u a t i o n :
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Remember t h a t  t h e  s t a c k  a t  l e f t  re p re se n t s ,  among o t h e r  p o s s i b i l i t i e s ,  t h e

s t a t e  .  C l e a r l y ,  a t  t h i s  t r a n s i t i o n  i t  i s  a l lo we d  t o  d e le t e  t h e

t o p - c e l l  i n  o rd e r  t o  match  away t h e  u n d e r ly in g  b ra ce .  A n o t h e r p o s s i b i l i t y  i s
t o  d is re g a rd  t h e  c l o s i n g  b ra ce ,  s o  t h a t  we have t wo  p o ss ib le  new s t a cks :

begin

Usin g  t h i s  a p p ro a ch ,  t h e re  wo u ld  no  lo n g e r e x i s t  a n  a d miss ib le  i n t e r p r e t a -
t i o n  f o r  t h e  b ra ce  ske le t o n  ( E ] ,  s i n c e  n o  c l o s i n g  b race  wo u ld  remove t h e

( f r o m  th e  s t a c k .  Th e re f o re ,  e a ch  b ra ce  s k e le t o n  i s  e n c lo se d  between t wo

unique ma tch in g  b ra ce s ,  deno ted  b y  B  and E ,  b e f o re  i t  i s  su b mi t t e d  t o  t h e



a l g o r i t h m

I n  t h e  e x a mp l e  f r o m  t h e  i n t r o d u c t i o n ,  we  c a n  o b t a i n  t h e  f o l l o w i n g  i n -

t e r p r e t a t i o n ,  wh e r e  ma r k e d  b r a c e s  a r e  i n d i c a t e d  w i t h  a n  a s t e r i s k :

WIfib

3 . 1 . 2 .  R e s t r i c t i o n s  o n  t h e  t r e e
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A f o r m a t t e r
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b r a c e  a n d  wh i c h  ma t c hes  s ome c e l l  o f  t h e  s t a c k ,  i s  t r e a t e d  a s  a  c l o s i n g

b r a c e ;  mo r e o v e r ,  i f  i t  d o e s  n o t  ma t c h  t h e  t o p ,  i t  i s  t r e a t e d  a l s o  a s  a n

o p e n i n g  b r a c e .  Ho we v e r ,  i n  t h a t  c a s e ,  i t  may  n o t  b e  d i s r e g a r d e d  i n  t h e

t r e a t me n t  a s  a  c l o s i n g  b r a c e ,  s i n c e  t h a t  w o u l d  g i v e  i n  f a c t  t h e  s ame i n t e r -

p r e t a t i o n  a s  t h a t  i n  wh i c h  i t  i s  e v e n t u a l l y  d e l e t e d  a s  a n  o p e n i n g  b r a c e .

Even n o w,  t h e  a l g o r i t h m  i s  r a t h e r  i m p r a c t i c a l :  i t  h a s  t h e  t e n d e n c y  t o

g e n e r a t e  a  l a r g e  n u mb e r  o f  i n a d m i s s i b l e  i n t e r p r e t a t i o n s  ( w h e r e  t h e  d e fi n i -

t i o n  o f  " a d m i s s i b l e "  i s  t h e  s ame a s  t h a t  g i v e n  i n  2 . 2 .  w i t h  t h e  u n d e r s t a n d -

i n g  t h a t  t w o  t r a n s i t i o n s  a r e  t h e  s ame i f  t h e y  h a v e  t h e  s ame e f f e c t  o n  t h e

t o p  o f  t h e  s t a c k  ) .  F o r ,  t o  e a c h  l o c a l l y  a d m i s s i b l e  i n t e r p r e t a t i o n  i n  wh i c h

some p a i r  o f  b r a c e s  ma t c h  e a c h  o t h e r ,  t h e r e  a l s o  e x i s t s  a  l o c a l l y  a d m i s s i -

b l e  i n t e r p r e t a t i o n  i n  wh i c h  b o t h  b r a c e s  a r e  ma r k e d ,  i . e . ,  d i s r e g a r d e d .  I n

an e x a mp l e :
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Th i s  i n t e r p r e t a t i o n  i s  i n a d m i s s i b l e .  C l e a r l y ,  i f  a  c l o s i n g  b r a c e  ma t c hes

t he  t o p  o f  t h e  s t a c k ,  t h e n  i t  ma y  n o t  b e  d i s r e g a r d e d ,  u n l e s s  t h a t  t o p  w i l l

be ma t c h e d  away  l a t e r  o n .  B u t  e v e n  i n  t h e  l a s t  c a s e ,  t h e  i n t e r p r e t a t i o n

f o u n d  c a n n o t  b e  b e t t e r  t h a n  t h e  o n e  o b t a i n e d  b y  h o n o u r i n g  t h e  p r e s e n t  c l o s -

i n g  b r a c e .  E v e n  i f  t h e  c l o s i n g  b r a c e  d o e s  n o t  ma t c h  t h e  t o p  c e l l ,  b u t  s ome

c e l l  l o w e r  down  t h e  s t a c k ,  i t  i s  d a n g e r o u s  t o  d i s r e g a r d  i t .  F o r ,  i f  a l l  o f

t h e  c e l l s  d o wn  t o  t h e  o n e  c o n t a i n i n g  t h e  ma t c h i n g  o p e n i n g  b r a c e  w o u l d  c ome

t o  b e  d e l e t e d ,  a n  i n a d m i s s i b l e  i n t e r p r e t a t i o n  wo u l d  r e s u l t  t o o :

Th e r e f o r e ,  i n  s u c h  a  c a s e ,  i t  w i l l  b e  r e q u i r e d  t h a t  a t  l e a s t  o n e  o f  t h e

o p e n i n g  b r a c e s  o n  t o p  o f  t h e  ma t c h i n g  o n e  w i l l  b e  ma t c h e d  away  l a t e r  o n ,

i . e . ,  a  t r a n s i t i o n  d e l e t i n g  t h e  l a s t  o f  t h e s e  b r a c e s ,  i f  n o n e  h a s  b e e n

mat c hed away  y e t ,  w i l l  n o t  b e  a d m i t t e d .  N o t e  t h a t  t h e  r e q u i r e m e n t  t h a t  t h e

t o p  c e l l  i s  ma t c h e d  away  wh e n e v e r  p o s s i b l e ,  i s  a  s p e c i a l  c a s e  o f  t h i s  g e n e r -

a l  r e q u i r e me n t .

The t r e e ,  g r o wn  f r o m  l e f t  t o  r i g h t ,  d o e s  n o t  f o r k  a t  o p e n i n g  b r a c e s ,

b u t  may  f o r k  a t  c l o s i n g  b r a c e s ,  wh e r e  o u t  o f  f o u r  p o s s i b l e  .
t y p e s  o f  b r a n c h e s
o n l y  t wo  a r e  a c t u a l l y  us ed,  eac h c o n s i s t i n g  o f  a t  mo s t  o n e  b r a n c h :

( i )  t h e  c l o s i n g  b r a c e  ma t c hes  a wa y  t h e  t o p mo s t  ma t c h i n g  o p e n i n g  b r a c e

(and t h e  c e l l s  o n  t o p  o f  t h a t  o n e ,  i f  a n y ,  a r e  d e l e t e d ) ,  a n d

( i i )  t h e  c l o s i n g  b r a c e  i s  d i s r e g a r d e d ,  b u t  a t  l e a s t  o n e  o f  t h e  o p e n i n g
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b r a c e a ' o n  t o p  o f  t h e  t o p mo s t  ma t c h i n g  o p e n i n g  b r a c e ,  i f  a n y ,  w i l l  b e

mat c hed away  l a t e r  o n .

The t w o  t y p e s  w h i c h  a r e  n o t  u s e d ,  a n d  wh i c h  may  c o n t a i n  s e v e r a l  b r a n c h e  a r e :

( i i i )  t h e  c l o s i n g  b r a c e  mat c hes  a wa y  a n  o p e n i n g  b r a c e  b e l o w  t h e  t o p mo s t

ma t c h i n g  o n e  a n d  d e l e t e s  a l l  c e l l s  o n  t o p ,  a n d ,

( i v )  t h e  c l o s i n g  b r a c e  i s  d i s r e g a r d e d ,  a n d  a l l  o f  t h e  o p e n i n g  b r a c e s  o n

t o p  o f  t h e  t o p mo s t  ma t c h i n g  o p e n i n g  b r a c e  w i l l  e v e n t u a l l y  b e  d e l e t e d .

We s h a l l  n o w s how t h a t  t h e  i n t e r p r e t a t i o n s  o b t a i n e d  i n  t h i s  wa y  a r e

a d mi s s i b l e .  F o r ,  s u p p o s e  t h a t  s ome i n t e r p r e t a t i o n  I l  i s  r u l e d  o u t  b y  a n -

o t h e r  i n t e r p r e t a t i o n  1 2 .  I n  t h e  " e x t e n d e d "  t r e e ,  o b t a i n e d  b y  a d m i t t i n g  t h e

t y pes  ( i i i )  a n d  ( i v )  a l s o ,  I l  a n d  1 2  a r e  p a t h s  f r o m  t h e  r o o t  o f  t h e  t r e e ,

and s o  mu s t  h a v e  a  l a s t  c a r mmo n n b d e , f r o m wh i c h  t h e y  d i v e r g e ,  i . e . ,  t a k e

d i f f e r e n t  b r a n c h e s .  S i n c e  I i  h a s  b e e n  o b t a i n e d  f r o m  t h e  o r i g i n a l ,  n o t  e x -

t ended  t r e e ,  i t  mu s t  t a k e  e i t h e r  a  b r a n c h  o f  t y p e  ( i )  o r  o n e  o f  t y p e  ( i i ) .

12 mny  t a k e  A  b r a n c h  o f  e i t h e r  o f  t h e  t y p e s  ( i ) ,  ( i i ) ,  ( i i i )  o r  ( i v ) ,  b u t

o f  a  t y p e  d i f f e r e n t  f r o m  t h a t  o f  I l ,  s i n c e  ( i )  a n d  ( i i )  c o n s i s t  o f  o n e

b r a n c h  o n l y  a n d  1 2  t a k e s  a  d i f f e r e n t  b r a n d b - F o r  e a c h  c o mb i n a t i o n  we s h a l l
d e r i v e  a  c o n t r a d i c t i o n .  I t  i s  s u f fi c i e n t  t o  s h o w t h a t  1 2  ma r k s  s ome b r a c e

( d i s r e g a r d s  a  c l o s i n g  b r a c e  o r  d e l e t e s  a n  o p e n i n g  b r a c e )  a c c e p t e d  b y

I i  1 2

( i )  ( i i i )  T h e  o p e n i n g  b r a c e  ma t c h e d  a wa y  b y  I l  i s  d e l e t e d  b y  1 2 .

( i )  ( i i )  o r  ( i v )  T h e  c l o s i n g  b r a c e  h o n o u r e d  b y  I l  i s  d i s r e g a r d e d  b y  1 2 .

( i i )  (  i ) ,  ( i i i )  o r  ( i v )  I l  ma t c h e s  a wa y  a t  l e a s t  o n e  o f  t h e  o p e n i n g  b r a c e s

on t o p  o f  t h e  t o p mo s t  ma t c h i n g  o p e n i n g  b r a c e  l a t e r

on,  wh e r e a s  1 2  d e l e t e s  a l l  o f  t h e s e .

Even t h e  t h u s  r e s t r i c t e d  t r e e ,  g r o w i n g  a t  mo s t  t w o  b r a n c h e s  a n d  t h e n

o n l y  a t  c l o s i n g  b r a c e s  t h a t  c a n n o t  ma t c h  a wa y  d i r e c t l y  a n  o p e n i n g  b r a c e ,

may e v e n t u a l l y  g r o w s o  many  b r a n c h e s  t h a t  p r u n i n g  i s  n e c e s s a r y .  I t  i s  o b v i -

o u s l y  n o t  p o s s i b l e  t o  g i v e  a n  a b s o l u t e  g u a r a n t e e  t h a t  a t  t h a t  s t a g e  t h e  p a r -
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t i a l  i n t e rp re t a t i o n  t h a t  wo u ld  g iv e  r i s e  t o  t h e  o p t ima l  t o t a l  i n t e r p r e t a -

t i o n  w i l l  be re t a in e d ,  b u t  a  s a t i s f y i n g  s o l u t i o n  i s  o b t a in e d  b y  u s in g  t h e

f o l lo w in g  e s t ima t e  ( i n  f a c t ,  l o w e r  bound) o f  t h e  fi n a l  number o f  unmatched
b races:  t h e  number o f  marked b ra ce s t h u s  f a r ,  augmented b y  t h e  a b so lu t e

va lue  o f  t h e  d i f f e re n c e  between t h e  number o f  c e l l s  i n  t h e  s t a c k ,  a n d  t h e

ne t  number o f  c l o s i n g  b races y e t  t o  be  encoun te red  (wh e re  t h e  " n e t  number"
i s  t h e  number o f  c l o s i n g  b races i n  t h e  re ma in d e r o f  t h e  b ra ce  ske le t o n  minus

the number o f  open ing  b ra ce s ).  I n  o rd e r  t o  be  a b le  t o  o b t a in  t h i s  e s t ima t e ,

i t  i s  n e ce ssa ry t o  'have scanned be fo rehand  a l l  b ra ce s.

As t o  t h e  a c t u a l  imp le me n ta t io n  o f  t h i s  a l g o r i t h m,  i t  may be remarked

th a t  r a t h e r  t h a n  h a v in g  comp le te  s t a cks  a t  t h e  nodes o f  t h e  t r e e ,  i t  i s

p o ss ib le  t o  re p re se n t  t h e  s t a cks  a s  t h e  p a th s i n  a  t re e  t h e mse lve s,  whe re
the nodes c o n t a in  one c e l l .  S i m i l a r l y ,  t h e  i n f o rma t io n  abou t  marked  b ra ce s

can be  ke p t  i n  a  t re e  wh ich  o n ly  g rows a t  p o in t s  where  a  b ra ce  i s  marked .
I n  t h i s  wa y,  t h e  o r i g i n a l  t re e  d isa p p e a rs co mp le t e ly ,  b u t  f o r  a  l i s t ,  c o r -

respond ing  t o  t h e  nodes o f  t h e  p a r t i a l  i n t e rp re t a t i o n s  re t a in e d  a t  some

stage , c o n t a in in g  e n t r i e s  t o  t h e  o t h e r  t wo  t re e s .
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Consider t h e  s t a t e  s w i t c h e r  ske le t o n  f ro m 2 . 3 ,  i n  wh ich  t wo  s t a t e
swit ch e rs  a re  I rn rke d :

Th is ske le t o n  ca n  be  made c o r r e c t  b y  d e le t i n g  t h e  marked  s t a t e  a wi t c h e rs .

We have  chosen a n o th e r p o s s i b i l i t y ,  t h a t  o f  d o u b l in g  t h e  marked  s t a t e

swi t ch e rs ,  a n d  t h i s  s t a t e  s w i t c h e r  ske le t o n  w i l l  be  re p a i re d  t h u s :

In  t h e  ca se  o f  t h e  b ra ce s ,  h o we ve r,  some a d d i t i o n a l  a c t io n s  a re  p o s s i -

b le .  Suppose t h a t  i n  t h e  b ra ce  ske le t o n  t h e  unmatched b ra ce s a re  marked .

Now we ca n  a ss ig n  l e v e l  numbers t o  each o f  t h e  segments between t h e  b ra ce s

i n  t h e  f o l l o w i n g  way: t h e  i n i t i a l  l e v e l  number i s  0 ;  t o  each  segment,  a s

encountered f ro m l e f t  t o  r i g h t ,  t h e  c u r re n t  l e v e l  number i s  a ss ig n e d ,  a n d ,

moreover, i f  t h e  b ra ce  f o l l o w i n g  t h a t  segment i s  a n  unmarked open ing

(c lo s in g )  b ra ce ,  t h e n  t h e  c u r re n t  l e v e l  number i s  in c re a se d  (d e cre a se d ) b y

one; t h e  fi n a l  l e v e l  number i s  zero a g a in .  Th e  f o l l o w i n g  example  shows t h e

l e v e l  numbers t h a t  wo u ld  be  a ssig n e d  t o  t h e  segments be tween t h e  b ra ce s o f
a ske le t o n :

0 ( 1 [ 2 ] 1 ( 2 [  2 ( 3 ) 2 ) 1 [ 2 )  2 ] 1 ) 0 .

Fu rthe rmore ,  we  d e fin e  t h e  n o t io n  " co n n e cte d "  f o r  t wo  b ra ce s i n  t h e  f o l l o w -

in g  way:  t w o  b ra ce s a re  connected  i f  t h e  l e v e l  number, s a y  a ,  o f  t h e  s e g -
ment imme d ia t e ly  f o l l o w i n g  t h e  fi r s t  b ra c e  i s  e q u a l  t o  t h e  l e v e l  number o f

the segment imme d ia t e ly  p re ce d in g  t h e  second  b ra ce ,  a n d  nowhere i n  between

those t wo  b ra ce s t h e  l e v e l  number d ro p s b e lo w a .  F o r  examp le ,  i n  t h e  b ra ce

ske le to n  g ive n  above ,  t h e  co n n e ct io n s may be d e p ic t e d  t h u s :



( [  2  ]  1  . ( 2  [  2  (  3  )  2  )  1  E  2  )  2 ]  1  )  0
L - - - - J  L - - J

Now, i f  i n  a  g ive n  b ra ce  ske le t o n  a  connected s e r i e s  o f  open ing  b ra ce s o c -

cu rs ,  i . e . ,  a  s e r ie s  i n  wh ich  each b ra ce  i s  connected  t o  t h e  n e x t ,  a n d  one
o f  t h e se  b ra ce s i s  marked ,  i t  i s  t h e  fi r s t  o n e .  ( T h i s  f o l l o w s  d i r e c t l y  f ro m

our a lg o r i t h m f o r  t h e  t re a t me n t  o f  b ra ce s . )  I n  su ch  a  ca se ,  e a ch  o f  t h e

o th e r open ing  b ra ce s o f  t h e  connected  s e r i e s  i s  a n  a cce p ta b le  a l t e r n a t i v e

f o r  b e in g  marked. Th e re f o re ,  we may lo o k  f o r  a  b e t t e r  ca n d id a te  t o  be  ma rk -
ed. Co n s id e r t h e  connected  s e r i e s  o f  c l o s i n g  b ra ce s,  t h e  fi r s t  o n e  o f  wh ich

i s  connected  w i t h  t h e  l a s t  open ing  b ra ce  o f  t h e  connected  s e r i e s  o f  open ing
braces o f  wh ich  t h e  fi r s t  o n e  i s  marked .  I f  we assume t h a t  t h e  p r o b a b i l i t y

t h a t  t h e  mis s in g  c l o s i n g  b ra ce  sh o u ld  have s t o o d  i n  one o f  t h e  segments o f

the connected  s e r i e s  o f  c l o s in g  b ra ce s i s  e q u a l l y  h ig h  f o r  each  o f  t h e  s e g -

ments, t h e  b e s t  p la ce  t o  i n s e r t  t h e  c l o s i n g  b ra ce  i s  somewhere i n  a  ma xima l

sequence o f  a d ja ce n t  c l o s i n g  b races ( i n  t h e  so u rce  t e x t )  i n  t h e  connected

se rie s  o f  c l o s i n g  b ra ce s.  I f  such  a  maxima l sequence e x i s t s  a n d  has a

le n g th  wh ich  i s  g re a t e r  th a n  one ,  a  c lo s in g  b ra ce  i s  i n s e r t e d  somewhere i n

t h i s  ma xima l sequence. Co n s id e r f o r  example  t h e  f o l l o w i n g  b ra ce  s k e le t o n ,

i n  wh ich  one o p e n in g  b ra ce  i s  marked :

begin (  (  (  E I  (  (  E I  )  )  )  )  end

ad jacen t

A f t e r  t h e  above ske tch e d  re p a i r i n g  a c t i o n ,  t h e  b ra ce  ske le t o n  w i l l  b e :

begin (  (  (  [  ]  (  ( [ ]  )  )  )  )  I  )  end

ad jacen t

Th is a c t i o n  i s  p e rf o rme d  i n  t h e  cases where  t h e  marked  open ing  b ra ce  i s  a n

open-symbol, su b -symb o l,  b e g
i
n - s y m b o l  o r  
i f - s y m b o l .  
T h e  
c l o s i n
g  
b r a c
e s
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A n o t h e r  p o s s i b i l i t y  t o  c o r r e c t  t h e  b r a c e  s k e l e t o n  o c c u r s  wh e n ,  e . g . ,

t wo  b r a c e s  (  a n d  ]  a r e  b o t h  ma r k e d ,  a n d  a l s o  c o n n e c t e d .  I n  t h i s  ' c as e,  t h e

b u s
-
s y
m b
o l  
i
s  
c
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d  
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c onnec t ed  f o r ma t t e r - s y mb o l s  a r e  ma t c h e d .

)4.1.  A n  e x a mp l e

The p r o g r a m g i v e n  b e l o w  i s  e x a mp l e  1 1 . 1 2  f r o m  t h e  R e p o r t ,  i n  wh i c h  t h e

f o l l o w i n g  e r r o r s  h a v e  b e e n  made:

i n  l i n e  2 9  3  o p e n
-
s y m b o l s  
a n d  
2  
c l o s e
-
s y m b o l s  
h a
v e  
b e
e n  
i n s
e r t
e d ;

i n  l i n e  3 9  t h e  i f
-
s y m b o l  
h a s  
b e e n  
o m i t t
e d ;

i n  l i n e  5 8  t h e  c l o s e
-
s y m b o l  h a s  
b e e n  
r e p l a c
e d  
b y  
a  
b u s
-
s y m b o l
.
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